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Konvexe Korper; geometrische Ordnungen

22. bis 28. 6. 1969

Unter Leitung der Herren G. Ewald (Bochum), O. Haupt (Erlangen)
und R. Schneider (Bochum) fand vom 22.6. - 28.6.1969 im Mathe~

matischen Forschungsinstitut Oberwolfach eine Tagung iiber

Geometrische Ordnungen" statt.

i

Wie schon widhrend der 1967 zum ersten Mal durchgefiihrten Tagung

mit den gleichen Themen ergab sich auch diesmal der Eindruck,
daB es eine recht gliickliche Idee war, die beiden Gebiete der

- Konvexen Korper und der Geometrischen Ordnungen zum Gegenstand

einer gemeinsamen Tagung zu machen. Die beiden Arbeitsbereiche

- sind nahe verwandt durch ihren geometrischen Ausgangspunkt und
‘durch die Natiirlichkeit und Anschaulichkeit ihrer Fragestellung.

Die Vortradge, in denen die verschiedenartigsfen Probleme aus

" beiden Gebieten zur Sprache kamen, gaben durchweg AnlaB zu leb-
- haften Diskussionen und l&ngerern persdnlichen Aussprachen, die

. auf viele der Teilnehmer sehr anregend gewirkt haben diirften.
'Eine &hnliche Tagung im nichsten Jahr scheint erwiinscht. |
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; ~ G. Aumann
. Chr. Berg
H. Bieri

D. Clark
- A. Duma
, K. El'Hédi
' H. Engmann
© G. Ewald
P. Gruber
0. Haupt
B. Kind
" M. Kémhoff .
H. Kinneth
J. Lehn -
Z. Nadenik
W. F. Pohl
G. Rahn
~H. Rost v
© K.=A. Schmitt
- R. Schneider
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Vortragsauszige:

G. AUMANN: Ordnungseigenschaften holomorpher Funktionen

: 'Abbilduﬁgen F:C n__,cfﬂ durch holomorphe Funktionen konnen

mittels verschiedener Ordnungstypen untersucht werden, Von

~ den angegebenen Typen - alle darauf beruhend, daB die Zu-

sammenhangskomponenten der Schnitte von gewissen linearen
Teilrdumen L des (% «C™® mit dem Graphen (F) von F gezihlt
werden - wird fir die "reell-lineare Ordnaung" bei einer Funk-
tion einer Ver#nderlichen (I), und fiir die "komplex—linearé
Ordnung" bei einer Funktion mehrerer Verdnderlicher (II) ge-
zeigt, daB die zugehOrigen lokalen Ordnungswerte in jedem
Holomorphiepunkt endlich sind. Bei (I) fiihren reell-differen—
tialgeometrische Betrachtungen, bei (II) ideal-theoretische
Methoden im Ring der konvergenten Potenzreihen zum Ziel. ‘
(Nzheres in Manuscripta Mathematica 1969).

'Chr. BERG: Potentialtheoretische Methoden in der Theorie der

konvexen Korper

Fir einen konvexen Korper Kc:Rq mit der Stutzfunktlon hk’

- definiert auf der Einheitssphare 12 in Rq, gelten die
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Formeln
) B (D jﬂng@«z) THCICINERTEI ze-Q
(2) {Zﬂ* + (g=1)} h, = CQ'q))“q(K> (als Dlstrlbutlonen

auf (L ),
wo S(K) der Steinersche Krummungsschwerpunkt und )uﬂ(K) dle' u
erste Oberfldchenfunktion (ein Radonsches MaB) fir K sind. Weiter
istzﬁa der Laplace-Beltramische Operator fiir qu} und 8q ~die
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Gremnsche Funktion des Operators ZX + (q—ﬂ) o
Die Formeln (1) und (2) entsprechen genau dem Reprisentations— = ¥
satz von Riesz in einer Potentialtheorie auf der Elnheltssphare. A
(Erscheint demnschst in Kgl. danske Vldenskabernes Selskab,

“Mat.-Fys. Medd. 37,6 (1969)).

H. BIERI Unglelchungen fir konvexe Rotatlonshalbkorper und 1hre'
Auswertung im R5

Informationen liber konvexe Rotationshalbkirper in Fofm von Un=-
gleichungen erh#lt man: -
a) Aus der von H. Hadw1ger angegebenen Integraldarstellung der L
Minkowskischen QuermaBintegrale : : ' . o
b) Aus zwei sehr allgemelnen, k—-dimensionalen Unglelchungen fir
drei Minkowskische Quermaﬂlntegrale (die Eulersche Charakte-:
. ristik 1nbegr1ffen)
(Zylinder und Kegel) . .
Mit Hilfe des Formparameters X = 4m’a/M gelingt éinevagrenzung'
des Existenzgebietes im Blaschkediagramm nach oben und die Auf-
findung der zugehﬁrigen Extremalkdrper. | ‘

U. BRECHTKEN-MANDERSCHEID: Existenz von Tangentlalebenen an.
Extremalflachen

Das'Variationsproblem lautet

Bi
n-1 - 3 R i °*n o s
F(x B""') := inf l;eei?f -1 F(xh} Y )dt = min ,
i q|
€ .o
*n o 1 ="1,0004n
- xm glelchmE x A =150..,01 ,

~wobel x, X Parameuerdarstellungen von Fréchet-Fldchen vom Typ
der (n—ﬂ)—dlm. Kugel B all sind und XrQT ‘Parameterdarstellung

" einer Fréchet-F;éche vom Typ der (n—2)-Sphare ist, XIST in=-
jektiv. Fir F gelte: 0) F : Gx XR —> R, G eine konvexe
kxompakte Menge in R, 1) F(x, X,) > 0, wobei " =" e
|Xyneee a4l =0, 2) F(x,A3 X) . det(Q‘*) ‘F(x,%,) fir
det(kg) > O 3) die Ableltungen oF sind stetig

1 * i
?x -?Xx
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fir x, Lo | a...aX | £ 0, 4) F ist bei festem x
stark konvex.-- Der Bewels zu folgendem Satz wird skizziert:

E sei eine Extremale dieses Variationsproblems mit der Para- -
meterdarstellung x und- I (x B2~ 1) <o , M sei die Menge

der Punkte Pe B, rfiip die die Extremale E in x(P) Xeine
Tangentialebene besitzt. Dann ist IF(x,M) = 0.

A. DUMA: Sur le noyau d'une famille de corps convexes

On considére le probleme suivant: étant donné m corps convexes
M ,...,Mm}, est il possible de trouver quelques translatinns
convenables tq,...,tm., telles que le noyau de &,/t (M ) soit

Y

. ‘ / \'b (M ) ? 8i on n'impose aucune restriction, le probleme

n est pas solvable. Pour traiter le cas qu'on 1'impose quelques"
restricZtions sur la dimension de (. \t (M ) , il est util de -

remarquer la formule pour M= \,/M

l;.

noyau M ={?QQ;Lq£(a i)

ou P(a,i) est le cone engendré de M, en point a.

P. GRUBER: Zerlegung konvexer Kdrper in direkte Summen und .
‘ direkte Summen von Simplices

Eine Teilmenge AcR® heiBt die direkte Summe von Teilmengen
A C:Rn i=1..0,ry, wenn A die Vektorsumme der A ist und dle
" _ A in Unterraumen des R% liegen, so daB ‘der RZ dle direkte
Summe dieser Unterrdume im Ublichen Sinne ist. A heiBt direkt
unzerlegbar, wenn Jjede Darstellung von A als direkte Summe
- mit mehr als einem Summanden trivial ist. Eine Teilmenge Ac:Rn,
deren konvexe Hiille keine Geraden enthdlt und die Dimension n

hat, 158t sich dann bis auf die Reihenfolge der Summanden auf
<eindeutige Weise als direkte Summe mit direkt unzerlegbaren -
Summanden darstellen. Dieses Ergebnis erlaubt es, fiir verschié-
. dene Klassen konvexer Polyeder die Anzahl der TeilklaSsen
affin-ééﬁivalenter Korper zu bestimmen und Eindeutigkeitsaus-
sagen zu machen.

Deutsche
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| ‘Kreise ersetzt wird durch ein System k von Ordnungscharak-q -

~ deutig bestimmt wird und stetig von ihnen abhidngt. An Stelle -
" des Ovals tritt dann eine (einfache) Kurve; und an Stelle der

RS Symmetriegruppe des reguldren k-Ecks im R2, k=23 ,
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0. HAUPT: Verallgemgéinerung eines Satzes von R;C. Bose

In M.Z. 35(1932), 16=-24, hat R.C. Bose bewiesen: Es sei C ein
(ebenes) und stetig gekriimmtes Oval mit nur endlich vizlen
Scheiteln; I(C) sei das Innere von C. Die Anzahl derjenigen
Scheitel von C, deren zugeh&irigé Schmiegkreise bis auf den -

_chheltel ganz in I(C) liegen, sei s. Weiter seimn K/b , .
M= 1,...,m diejenigen in I(C) gelegenen Kreise, von welchen

C in tﬁz 3 Punkten gestiitzt wird. Dann gilt s = 2 +£(5‘,-2). N

Dieser Satz gilt allésﬁeln fiir den Fall, daB das System der

teristiken K, wobei jedes X durch irgend 3 seiner Punkte ein- :

Forderung, daB C stetig gekriimmt sei, treten "Differenzierbar-

keitsbedingungeri" bezliglich Xk , denen die Kurve geniigen soll. ‘
) (Erscheint im Journal fiir d.r.u. angew. Math.)

B.'UI:{IND: MaBRe fir zyklische Symmetrien ebener konvexer Kb’rpe_xf |

- K: zentralsymmetrischer konvexer Korper im R2, dimX =1, = :

H(K,u): Stitzfunktion von K in Richtung ueRZ, hul =1 ,

k.
¢ Gruppe der e:.gentllchen Bewegungen der Gruppe S~ ’ k 25.

G- % wa 9= 3 i

F, (K)-= max % ( max q(K,p,u) + nin q(K,p,u))

P 7 pek u =1 Il = - o
ein "( -SymmetriemaB8", wo 01521(3’1 H(K-p,u )
| a(k,p,u) = — - .
max H(K-p,u’)
) _

" Es gilt der Satz: Sei 9 R oder Q=3 k>3. Dann folgt:
1) O0< ey € F(g_(K) €1 ;3 2) F(K) =1 ¥ K Q-symmetrisch; .
C3) F%(K) = ¢, ¢« K ist Strecke. Die €, lassen sich explizit

angeben. : :

o®
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M. KOMHQFF: Ein isoperimetrisches Problem fir konvexe Polyeder

Eine Menge Z von endlich bielen Polygonen heiBt simplizialer

polyedrischer Zellkomplex, wenn folgendes gilt: ‘

Eq(Z)° Sind P, und P, zwei Polygone aus Z, so ist entweder
PpnPy, = @ oder P,nP, = o, wobei o eine
gemeinsame Kante oder ein gemelnsamer Eckpunkt von P1
‘und P2 ist.

Eé(z): Sind @, und o), zwel verschiedene Kanten eines belie- -

l'
bigen Polygons PjéEZ , sq@ibt,es stets genau zwei von

Pj verschiedene Polygong Pj und Pj in 2 mit den
Eigenschaften: P, nP. = ., P. R P. =0, ,
Jq J 1 32 J
-~ Pj % P . °

E (Z) Kein Polyéon in Z hat mehr als 3 Kanten. °
(Dle Polygone in Z brauchen nicht notwendig konvex zu sein.
Polygone der Flidche Null, deren Umfang aus 2 oder 3 Kanten.be-
steht, die alle in gerader Linie liegen, sind ebenfalls zuge-

~ lassen.)

Bezeichnet dann L*(Z) die Summe der Unfénge der Polygone aus 'V:
Z, A*(Z) die von dlesen Polygonen eingeschlossene Gesamtflache,
so gilt stets L*(Z) / 4 A*(2) = 12{F%

mit Gleichheit dann und nur dann,wenn Z aus % kongruenten .

" reguldren Dreiecken besteht.

Folgerung: Sei PT ein simpliziales B-Polytop mit Kantenlangen—
summe Lp Und Oberfléche Ap. Dann ist L / Ap = ’12\('_'ﬁ
mit Gleichheit dann und nur dann, wenn PT e1n reguladres
Tetraeder ist.

H. KUNNETH: Uber Kontinua vom schw. POW n+1 im P

Deutsche

Es sei C ein Kontinuum im Pn vom Rang n, schw. POW n+1 und
mit m Verzweigungspunkten (VP). Ist m> n+1, so liegen alle

VP in einer Hyperebene. Es sei nun m = n+1 und die n+1 VP

seien linear unabhéngig, ferner seien v; und vy VP von C
und G die durch ﬂa und Vi Dbestimmte Gerade, derart daB es
keine- A enthaltende Strecke in Cn G gibt (solche ViV
gibt es immer, wenn n> 3). Es gibt dann 2 oder 3 Komponenten
Cqs Cos (03) von C = {vi,vk] 'y in denen alle VP von C

Forschungsgemeinschaft © @
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(auBer vi,vk) enthalten sind, und zwar ist v;,v, € Ea und

-

14 bei % Komponenten enthdlt Eé nur V., C5 nur v,. Die Kompo-  ,_

- nenten von C-V sind Strecken, wobei V die Menge der VP von

C ist. = Ist n=3 , so hat C hochstens 5 VP, enthdlt C
4 lin. unabh. VP, sobesteht C entweder aus den Kanten eines
Tetraeders (oder ist ein Teilkontinuum davon) oder Jeder VP
ist Schnlttpunkt von Teilstrecken oder Zentrum eines ebenen

" Dreibeins von Teilstrecken aus C. - Llegen alle VP von C

.  Weitere Folgerungen sind: (1) Eine Minkowski-Ebane ist genau

auf eiher Geraden, so ist die obere genaue Schranke fir die
Anzahl der VP von C gleich 2n-~2 fir n >3.

J. LEHN: Eine Eigenschaft der Bewegungsgruppe eines MlnkOWSkl-

Raumes

Ist I die Faktorgruppe der Bewegungsgruppe eines Minkowski-
Raumes nach dem Normalteiler der Translationen, so gilt:

Ist [ unendlich, dann existiert eine 2-dimensionale Ebene,
in der die vollqéuklldlsche Drehgruppe induziert wird. .
(Fur die Dimensionen 2 und 3 vergl. K. Leichtweiss: Selbst-

"adjungierte Banach-Riume, Math. Zeitschr. 71, 355-360 (1959),

8atz 15).

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich alle mdglichen Bewegungs- -
. gruppen der 2- und 3-dimensionalen Minkowski~-RZume angeben.

dann eine euklidische Ebene, wenn [ unendlich is.

(2) Ein 3-dimensionaler Minkowski—Raum“ist genau dann ein
euklidischer Raum, wenn [  unendlich ist und es keine Gerade _
gibt, die durch Jede Bewegung in eine Parallele uberfuhrt

- wird.
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W.F. POHL: The "two-vertex" theorem for space curves

Theorem (E.S. Jones, my student): Consider a simple closed
curvelin ordinary space which is dlfferentlable of class C4
which has nowhere vanishing curvature, which has no tangent
line which meets the curve in a point other than the point
of tangency, and which has a point lying on the boundary of

the convex hull of the whole curve through which there passes

no line which meets the curve in more than one other point,

 e®
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then the torsion must change sign.
To prove this we consider the curve as a mapping of an
abstract circle X : C -—»EE. Define curves D and N in CxC

by D = {(t,,t5) € CxC, t,4t, | X(65)-X(6,),X"(£4),X' (£, are
- coplanar
N = 1(5g,5p)¢€ OxC, ty4%, | X(6,)-X(t,),X" (£5), X' (t,) are
coplanar}

The assumptionsen the original curve X imply geometric oon-

ditions on the curves D and N in C xC which in turn imply
 that D and N cross the diagonal of Cx C. Such crossings

correspond to sign changes of the torsion of the original curve.

" H. ROST u. H. ENGMANN: Eine Ordnung im Kegel der positiven
o MaBe im Rn

Man betrachtet positive Linearformen auf den positiv-homogeénen
stetigen Funktionen im Rn, sog. "konische MaBe", und fiihrt
in ihnen die Ordnung ein: <V genau dann, wenn /L(f)é.V(f)
fir f positiv-homogen, konvex und positiv. Eine geometri-
sche Charakterisierung dieser Ordnung wird gegeben, sowie der
Zusammenhang wwischen der Ordnung und positiven Kontraktionen
in einem an?,?r,m) hergestellt. Die Ldsbarkeit des Zer-
legungspfoblems: "Gegeben V>M +M,; finde 'V, ,V; mit v= Y.+ VY,
“und v;>7n; fir 1 =1,2" wird gezeigt.

R. SCHNEIDER: Eine Verallgemeinerung des Differenzenkérpers 

Zu einem konvexen Korper K cR? werde die "p-te Durchschnitts-
Indikatrix" DPK definiert durch _

= {(Xqyess ,xp)eRnX'-“ x R% | Kn(K+x ) - - n(K+>%) £ g},
P = 1 - DPK ist somit ein pn-dimensionaler konvexer
Korper; DqK ist der gewﬁhnliche Differenzenkdrper (oder
Vektorenbereich) von K. Ist v(K) das Volumen von K und

V(DPK) das pn-dimensionale Volumen von DPK’ wo wird durch

S () = V(DK) / v(K)P

ein affininvariantes Funktional auf der Menge der konvexen
Korper erkléart. Wir interessieren uns fiir Abschi@gtzungen dieses

Deutsche . ’ .
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Funktionals. Die bekannte Ungleichung von Rogers und Shephard
- flir das Volumen des Differenzenkdrpers l&Bt sich verallgemeinern
~zu der Ungleichung S (R ¢ (pn+n> : S
_ SR b o
. das Gleichheitszeichen gilt hier gehau dann, wenn K ein Simplex' .
ist. Sein Minimum nimmt 55' fiir n=2 genau auf der Menge aller e
zentralsymmetrlschen Korper an; fiir n>'3, p>2 gilt dies
- jedoch nicht. Fir dreidimensionale uentralsymmetrlsxhe Korper
.laBt sich ferner die Uhglelchung

| §,(®) < gp<p+4>2+p+1
zeigen. ‘

-~ 'G. VALETTE: A pfopos des cages circonscrites 4 une sphére

~ Un polgdre P de l'espace euclidien sera appelé cage pour une
. sphére de rayon 1 si les arétes de P entourent une sphére de
fray¢n 1 deAfagon a empécher tout déplacement de celle-ci. On
- dira que P est une cage circonscriteg si, de plus,_toutes~ses:”
B arétes'sont tangentes 4 la sphére. En réponse & uné probléme -
‘ - de H!SIM! Coxeter, G.C. Shephard a montré qu'il existe des
- cages circonscrites dont la longueur totale est aussi voisine
qu'on veut de 6 + 37 ( = 15,4247... ). Nous améliorons ce
: resultat. o

totale est aussi voisine qu'on veut de 15.
- B'autre part, la détermination de tous les polyddres insciip-
tibles ‘a faces réguliéres nous’permet d'énoncer : '
c'est le prisme trlangulalre qui a la longueugr- totale la plus
- petite, a savoir 9+v3 = 15,5884...

f

. : !
W. WEIL: Uber die Projektionen konvexer Korper -

Zentralsymmetrische, konvexe Kdrper K im E®, n »2, werden durch =~
ihre (n=1)-Projektionsinhalte p(X,u), |u/ = 1, bis auf Translation

DFG Deutsche . . : : :
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festgelegt (Aleksandrov 1937). Fir spezielle Kdrper geniigt
dazu eine Teilmenge von Richtungen. Es wird gezeigt:

"Ist n>»3 ungerade,haben K und K in Richtung z', |z'l= 1
eine Eckstiitzebene und gilt p(K,u) = p(K,u) fir alle uez,

Z = {v)|lIvl=1, |¢v,z'><e}, sor sind K und ¥ translations—

gleich (unabhéngig von €>0)."

Es werden Beispikke dafiir angegeben, daB der Satz falsch iét
wenn n gerade ist oder nur einer der beiden Korper eine Eck-
stlitzebene bestitzt.

- Ist K geniligend glatt, so glbt es zu jdeder symmetrischen, ab-

geschlossenen Menge A, die noch nicht alle Rlchtungen énthilt,
einen zu K nicht translatlonsglelchen Korper K mit -~

o(E,u) = p(K u) fiir alle ueA.

(Gemeinsam mit R. Schneider)

T. ZAMFIRESCU: Reducibility of neighborhoods of convex sets

There is a notion in the affine geometry of convex bodies,‘
called reducbility. The idea to introduce is- belonged to P.C.

_Hammer. If K is a reducible convex body, then K + rB

{xl Il = 1} ) is reducible for every r. If X is just,

: convex and K + rB is reducible for some r, then K + TB

is given.
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is reducible for every r>0. A geometric édondition on thé
shape of K 1mply1ng the redu01blllty of al1 K+ rB (r O)

B. Kind, Bochum

- e®
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