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p MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagungsbericht 24/1969

Arbeitsgemeinschaft Heidelberg-Gottingen
5.7.'biS 707-1969

Die Arbeitsgemeinschaft Heidelberg-Gottingen tagte im
Juli 1969 in Oberwolfach wieder unter der Leitung von
Professor Dr.P.Roquette. Das Thema der diesmaligen Tagung
der Arbeitsgemeinschaft bildeten die neueren Resultate von
J.P.Serre und J.Tate iliber Reduktion abelscher Mannigfaltig-
keiten nach einer Primstelle des Grundkdrpers, sowie die
" o ‘Anwendungen dieser Resultate. Es folgt hier eine Liste der
Teilnehmer und eine Zusammenstellung der Vortragsausziige. Die -
Reihenfolge der Vortragsauszige entspricht der zeitlichen
Reihenfolge der Vortrige. ' '

Teilnehmer:

- Arason, Gottingen
Frey, Heidelberg
Geyer, Heidelberg
Gdhner, H.,Heidelberg
- G6hner, U.,Tibingen ‘
Hahnel, Bonn . |
Herrmann, Heidelberg
. Kneser, Gottingen
Lange, G6ttingen
Leicht, Heidelberg
Lipman, Purdue (USA)
Lorenz, Konstanz
Maus, Géttingen
Pfeuffer, Gottingen
Popp, Heidelberg
Radbruch, Tibingen
Reiter, Gottingen
Ritter, Heidelberg
Roquette, Heidelberg
- Tamme, G6ttingen
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' v
POPP: Das Kriterium von Néron-Ogg-SafareviE

Es sei K ein Kd6rper, v eine dislr’ete Bewertung von K. Ferner sei
A eine abelsche Varietit lber K, flr jedes m ¢ N, m # char K,
sei Am der Gal(Ké/K)-Modul der m-Teilungspunkte von A, fir jede

Primzahl 1. sei Tl(A): = %ﬁg Ain der Tate-Modul und Vl(A):ﬂﬂlqa,Tl(A).

Sei V-eine Fortsetzung von v auf K_, I(v) die zu v gehdrende::
Trigheitsgruppe. Sei T eine Mengg, auf der Gal(Ks/K) operiert.

Def.: T heift unverzweigt bzgl. v, wenn I(v) trivial auf T

operiert. Es wurde der folgende Satz bewiesen: |

Satz: Sei der Restklassenkdrper k von ¥ bzgl. v vollkommen.

Dann sind die folgenden Aussagen &dquivalent: ' ‘
1) A hat gute Reduktion in v, d. h.das Néronmodell von A uber dem

Bewertungsring O ist ein abelsches Gruppenschema.

2) Am ist unverzweigt in v fir alle m prim zu char(k).

2') Am ist unverzweigt in v fiir unendlich viele m prim zu char(k).
3) Tl(A) ist unverzweigt in v fiir ein 1, 1 eine Primzahl, 1

- prim zu char(k).
D1e Aussage (3) des Satzes wird das Kriterium von Néron-Ogg-
Safarev1c genannt.

GEYER: Satz von Safarevi%, Irreduzibilititssatz

Sei K. ein algebraischer Zahlkorper, E eine elliptische Kurve
(mit einem K-rationalen Punkt) liber K. DannAwird mit Hilfe des
Kriteriums von Néron- Ogg—Safarev1c bew1esen ' ’ ‘
Satz: Bis auf Isomorphle gibt es nur endlich viele zu E uber K
isogene Kurven.

Daraus wurde der folgende Satz hergeleitet:

Satz: Es habe E lUber K keine komplexe Multlpllkatlon, das heiRt.
End (E) = Z

Dann gilt:

1) vy (E) ist irreduzibel fiir alle Prlmzahlen 1.

2) El ist irreduzibel flir fast alle Primzahlen 1.

Dabei heift "irreduzibel" irreduzibel als Gal(KS/K)fModul.

GOHNER, H.: Endomorphismen einer abelschen Varietit

Sei A eine abelsche Varietidt der Dimension d liber den Kérper K,
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EndK(A) der Ring der K-Endomorphismen von A, T(A) der Tate-
Modul von A in bezug auf die Primzahl 1 # char(X). Aus dem
"Theorem of the square" werden folgende Resultate abgeleitet:
1) Sei A € EndK(A), AT:Tl(A) + Tl(A) der durch A induzierte
Zl—Endomorphismus von Tl(A). Dann gilt

v(x-n.lA) = det(AT-n.id) ist Polynom in n mit Koeffizienten
in Q fiir jedes n € I, dabel bedeutet v(k-n.lA) den Grad des

‘Endomorphismen A-n. 1A .

2) Die Abbildung A -+ AT von End (A) in nd(T (A)) ist injektiv.
End (A) ist ein freier I-Modul vom Rang (2d)2
3) D1e Algebra @ ® Endy (A) der Endomorphismen ist halbeinfach.

4) Aus 3) folgt noch: das Polynom v(A-nl ) = det(A -nad) hat so-

gar ganze Koeffizienten.

FREY: Potentiell gute Reduktion abelscher Varietdten

Die Bezeichnungen seien wie oben. Wir sagen dann, da® die abel-

"sche Varietdt A in v potentiell gute Reduktion habe, wenn es

eine endliche Erweiterung K' von K und eine Fortsetzung v' von Vv

auf K' gibt, sodaR AxK
Sei 1 eine Primzahl ungleich char (k) und pl'Gal(K /K) - Aut(Tl(A))

K' gute Reduktion in v' hat.

- die zu demn Tate-Modul T (A) gagehdrige l-adische Darstellung.

Sei v eine Fortsetzung von v auf K ,D(V) und I(v) die Zerlegungs-
gruppe bzw. Trigheitsgruppe von V. Dann gilt der
Satz: 1) A hat potentiell gute Reduktion .in v dann und nur dann

. wenn.ql(I(G))'endlich ist.

2) Hat A potentiell gute Reduktion in v , so ist die Einschrankung
von g4 auf I(v) unabhingig von 1 im:folgenden Sinne: Der Kern

von g,/I(V) ist derselbe fir alle 1 und der Charakter von

gl/I(;) hat Werte in I unabhidngig von 1.

3) Ist auBerdem k endlich und ¢ € D(V) so, daR das Bild von

g in Gal(k/k) der Frobeniusautomorphismus ist, so hat das
charakteristische Polynom von.gl(o) ganze Koeffizienten, die von
1 unabhingig sind und der Absolutbetrag seiner Wurzeln ist gleich
Veard(k) . ' |
Korollare: 1) Sei k endlich, 1 # char(k). Es sei.gl(Gal(KS/K)) in
Aut(Tl) abelsch. Dann hat A potentiell gute Reduktion in v.

2) A habe potentiell gute Reduktion in v. Sei m > 3, prim zu
char(k), K(Am) der kleinste Unterkérper von KS, so daR die Ele-
mente von A rational sind. -
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Dann: 1.) Die Tragheitsgruppe (bzgl. v) von K(A )/K ist unab- -
hidngig von m. ‘

2.) K(Am)/K ist unverzweigt genau dann, wenn A in v gute

Reduktion hat. . .
3.) K(A_)/K ist zahm verzweigt, wenn p > 2d + 1 ist.

RITTER: Der Fiihrer éiner abelschen Varietdt

Fiir endliche galoissche Erweiterungen eines vollstidndigen dis-

kret bewerteten Kdérpers wird der Artin-Charakter définiert und
einige Aussagen uber.ihnAbeWiesen. Sei K ein vollstdndiger dis-

kret bewerteter Kdrper mit algebraisch abgeschlossenem Rest-
‘klassenkdrper. Sei A eine abelsche Varietdt iber X und L/K eine
endlicht galoissche Erweiterung derart, dahk AxKL gute Reduktion'

hat. Sei G die. Galoisgruppe , ag der Artin-Charakter und b,

der Swan-Charakter (bG=aG'—rG+1)" von G, ferner ‘f’A der Charakter .
der l-adischen Darstellung Pt G + Aut(Tl(A)). Sei schlieBlich

P der endlich erzeugte projektive Zl[G]-Modul mit dem Charakter

b, und 8, = dim HomG(P,Al). Dann gilt

1 z/1ly

G

insbesondere ist 61 unabhdhgig von 1. Ist ferner € = dimQ Vl(A)/

Vi(A)G, so heiRt §+e der v-Beitrag zum Fihrer von A/K. 1

Es wird gezeigt
e+§, = (aG,vA).

PFEUFFER: Abelsche Varietdten mit komplexer Multiplikation I o

Es sei A eine abelsche Varietidt iber einem Kérper X, F ein alge-
braischer Zahlkdrper vom Grad 2d, wobei 4 = dim A .. A hat kom-
plexe Multiplikation mit F.#iber K, wenn FC Q ® EndK(A). 1 sei
eine Primzahl ungleich char(XK), Tl(A) der zugehdrige Tate-Modul,
Vl(A) = Ql® Tl(A) und Pyt Gal(Ks/K) > Aut(Tl) c Aut(Vl) die
zugehdrige l-adische Darstellung von K. Ferner sei

R=Fn EndK(A), Rl = Zl® R, 'E‘1 = Ql@ F. Es wurden unter die-
sen Voraussetzungen bewiesen:

Satz: 1) Der Fl-Modul Vl(A) ist frei vom Rang 1.

2) Ein Element von Fl fihrt Tl(A) in sich lUber genau dann,
wenn es zu R, gehort. ' : % '
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Korollare: 1) Der Zentralisator von R in End(Vl) bzw. End(Tl)
bzw. Q@ © Endy (A) bzw. End, (A) ist F, bzw. R, bzw. F bzw. R.

2) Das Bild von Gal (Ks/K) unter p, ist in der Gruppe Ul(R)o.
der invertierbaren Elemente von-R1 enthalten. Insbesondere ist

Impl kommutativ.

TAMME: Abelsche Varietidten mit kompl. Multiplikation II

Die Bezeichnungen seien wie im vorigen Vortrag . Ferner sei fir

~eine diskrete Bewertung v von K Py die Charakteristik des

Restklassenkdrpers kv von V. Sei/u die Gruppe der Einheitswur-

zeln in F.

Satz: Sei k, endlich. Dann gilt

1) A hat potentiell gute Reduktion in v.

2) Ist 1 # Py so ist flir eine Fortsetzung v von v auf K
pl(I(v))c: R[p ]. Der dadurch deflnlerte,homomorpnlsmus

¢v I(v) + u 1st von 1 unabhidngig.

Deutsche
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3) Sei n, die kleinste natirliche Zahl n, so dah w auf der
n-ten Verzwelgungsgruppe I(v)(n) der oberen Zdnlung trivial ist.
Dann ist der v-Beitrag des Fiihrers von A gleich 2dnv.
4) A hat genau dann gute Reduktion in v, wenn ¢v:=¢v(1(§)) = {1}
ist. -
Sei jetzt X ein globaler K6rper,~SA die Menge der Bewertungen von
K, in denen A keine gute Reduktion hat. Es sei m das kleinste
gemeinsame Vielfach der Ordnungen der ¢v fiir v€E SA.ADann gilt:
Satz: Es existiert eine zyklische Erweiterung K' von K vom Grad .
nicht exzeptionell (Artin-Tate, Class Field Theory, 1
K' liberall gute Re-

2m(wenn S,
Chap.10) ist, schon vom Grad m) so daB Ax
duktion hat.

K

FREY: Abelsche Varietdten mit kompl.Multiplikation III

Die Bezeichnungen des vorigen Vortrags seien beibehalten, ins-
besondere sei K ein globaler Kérper. Es wurde bewiesen:

Satz: Sei S eine endliche Menge von endlichen Bewertungen von K
und m das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungen von ¢
fiilr v € S. R enthalte die 2m-ten (wenn S nicht exzeptionell ist,
geniigen die m-ten) Einheitswurzeln. Dann existiert eine abelsche
Varietdt B iber K mit |
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1) B hat gute Reduktion in allen v € S.

2) Bx KS ist isomorph zu AfKKs'

K

MAUS: Komplexe Multiplikation liber Zahlkdrper

Es wurde zuerst die Zetafunktion einer abelschen Varietdt Uber
einen algebraischen Zahlkdrper K eingefiihrt und einige mit
dieser Funktion zusammenhingende Probleme in Beziehung mit dem

‘Thema der Tagung gebracht. Dann wurde die Formel von Shimura

(Serre-Tate: Good reduction of abelian aarietiés, Ann. of Math.
1968, Theorem 10) erlidutert und verschiedene Folgerungen daraus
gezogén. Unter anderem wurde gezeigt, daB der Fihrer der abel-
schen Variet#it A iber K mit komplexer Multiplikation mit F die .
2d-te Potenz des Flihrers eines durch eine :Einbettung Fes»C

vdefinierten GrdRencharakters ist.

Deutsche

J.K.Arason (Gdttingen)
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