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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH
" "

Tag u n g s b e r ich t 22/1969 .

.: .

Sp~zielle ·Fragen aus den Grundlagen der Geometrie

6.7. bis 12.1~1969

Unter der Leitung von· Professor A.Barlotti :(Perugia) und

Profe~sor E. Sperner ' (Hamburg)..fand in" ~iesein Jahre.r'stmals :' .

eine Tagung über spezie~le Fr~gen" aus den Grundlagen" der
. .

Geometrie im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach:

statt. Der kleine K~ei~ d~r Teilnehmer (23 mit17Vo~trägen)

~rlaubte eingehende Diskussionen und einen fruchtbaren Gedan-'
, '

kez:~ustausch. Die Tagung hatte internationalen Ch~rakt.er; da
die Hälfte der Teiln~hmer"aus' dem "Ausland "angereist ,war. "

Themen der Vorträge waren· Fragen .de·r affinen und projektiven··...

Geometrie sowie deren Verallgemeinerungen (insbesondere· den.
von Sperner eingefÜhrten schwach affinen" Räume) sowi~ Prob~e~e

~s dem Grenzgebiet vo~ilgebra, Geometr~e tin~ Topologie~
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D.Biallas (Hamburg).,·

. .

JUdfta Cofman. (Landon)
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V.Havel (Brno)
..,:J.Joussen (Hambu;g)

•
K.-R.Kannenberg (Stellenbosch)·

W• Lei ßh'er' '.(Bochum)
G.'. ~enichetti (Floren'z)

. '

,J.Misfeld (Hamburg)

·Irene Piepe'r (Hamburg):,

P.Quattrocchi (Modena) ."

L.A.Ro~ati (Firenze)

W.Seier (Hamb~rg)

E.Sperner (Hamburg)

G.Talli"ni (Rom).

Maria Tallini-Scafati (Rom)
J ~ Tim'rn (Hamburg)
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,Vortragsauszüge

D.BIALLAS: An Application.of Qeneralized Cross-Ratios .

Using the concept o~ gerteralized', cro'ss-ratios angles cf inclination

can be define~ ror' subspace's or.,a fini te dimensional orthogonal
, . '

(unitary) vectorspace V.ovar 1! (~e·sp·.' Q). These angles form, together
. '

vii th the dimension rar, two subspaces a complete system of, i'nvariants

wi th' respect to the ~rth.og~nal (uni tary:) transfor~ati,ons •. Moreover
, ,

it .can be shown th~t in some ot~er metrib vecto~ sp~ces the.genera-

~ized crQss~ratioslead to a complete system of in~ariants for

orthogonal quadrupels' of subspaces., For details see Abh.Mathem.

Sem.U'niv. Hamburg 22., 196.9~'

JUDITA COFMAN: B'aer involutions' in fini te projectiva planes'

Sei rr eine endliche projective ~bene, in der jedes Viereck·von ge-
, . .

.nau einer Baer-Involution (Eckenwe1se) festgelassen wird~ Sei G

die Gruppe .von n-, die von. allen Baer-Involutionen von 1T er.~'eugt

. wird.'- Dann enth'äl t G d:ie kleine projektive Gruppe von .1f und lT ist

desarguesch.

V.HAVEL: Ein ~inbettungss'atz bezüglich der Homomorphismen von

Moufang-Ebenen

Sei A=(M, ~, 1 ,~, .) ein A"l ternati~körper. Mit ~lxM als Punkt~enge und

{{(x~y) I x=aJ/ aeM I v {{(x,y) I y=xu+vJ I u,vEMJ als Geradenm~nge er­

häl t man ei~e affine Moufang-~bene ube~ ·A. Durc~' Adjunkti"on de'r un­

eigentlichen Punkte (co), (u). V'uEM .und ·lineig~ntlichen.Geraden [ooJ

entat.eht die projektive Moufang-Ebene. PA Über. A~ Dabei bezeichnet
, . .

man üblicherweise La] :={(.x,y) f x~a}vI~)ha~M),

. [u,v.1 := [ (x,y) I y~xu+vJu{(u)l (u',v~M) und [O()]:= f(u)J 'ui=M'J u{(OC')'J"

Ist AI ein weiterer Alternativkörper, so werden entspreche~de, mit

einem S~rich versehene Be~eichnungen ve~wendet..

---------------------...:.-.-_~- --_.-

                                   
                                                                                                       ©



•

                                   
                                                                                                       ©



I
~ .

~ -

•

.... , ....-

Es wurde der folgende Satz hergeleitet:

Sind PA'- PA' projek~ive,Ebenenüber Alternativkörpern A, A' und ist

. a! eine Abbil~u.n8' der MenSet Q..' "·'·Co ,oJ':I[oJ "-[oOJuI< 1 , 1)} auf di e- Mensa ':

Q'= [O',O']\I(O'Jv[ooJ\ll(1',1')} mit. ('O,O)ae::= (0',0'), (O)~= (~.,),

(00);,(.= (co'), (1,"1)X" (1',-1') und Aac.,BClC,C~ist kollinear fürkolli'ne-
. -

are A,B,C~Q, dann gibt es einen Homo~orphismusa2von PA auf PA' mit

\g2Ie.=~·

·G.TALLINI: On the nation cf distance "in hYpe:r:bolic geometry ovar a

. Galois plane

If e i8 a ~rimitive element of' a Galois iie14·GF~q), we d~firie: .
" : ". nrx EGF(q)-iOl , loggx = {nlG Z -1 ' where X= e •

. q , . "- " c " '.

If q is odd and Z~_"=[{OJ,~1},.~~·,{q;1JJ, Z~_~'~Zq_"1-Z~_1~ we' put

\fnJ", = { InJ , iif.{nleZ;~1,.
{q-1-n}, if fn3 ~Z" Via ·h:ave· IfnJI = \-in3 /..

q-1. " . . . .
'We consider in a Galois plan~ S2,Q(Q.Odd). a non degenerated conic1l.and ',;.

we define the distance of two' disti-nct. poiritsA and B (A,B~.ti) on a

line"intersectirig.Q. intwo di~tinct points ·U,Vwith.c.oordinat'es .in

.GF( q) ,the .element of Z~-1 given .by d (A,E) .;, Il.og e (ABUV) I ~

Such a distance is an invar~ant of the hyperbolic geometry with re-"
, ..

spect to 11.', -I t enjoys t.ht ~dditi ve" property .for t:riplets" of .collinear

points. By means of the distance we introduce the notion·of the seg­

me'nt AB, given by the setof~point~ C of the'line AB suchthat

d(A,B)=d(A,C)+d(C ,~). 'We det'erminethe l..l~u:nber 'of such 'points,by ,means

.. af the"distance:d(A,B).

Dually we define the angle of· two lines and we .can·' develope t·he' whole

hyperbolic geomet~y.·

l'1ARIA TALLINI SCAFATI: On {k·,n}-caps of a Galo.is spaca S '(r~'3).r,q.. ,

We call a {k,n1-cap K of S (r~3)' a proper non empty set cf k points
r, q .'. . ..'

'such thai n will, be the grea,ter' ~umber· of· i ts collinear points (~~n~~~~.

A cap isO said to be of kind ("m1 , •• ,m
l

_ 1 ,n), where ml~"" ~ml.;..1 <:'n, if .
. .

K admi t.~· effectively o~ly m1-~ecant,•• , ml _ 1-secant t n-secant l.i~es'. Clear-

ly every subset o'f S 1S' a·cap of sui table kind. The' study of ther,.q . "
subsets of S is so reduced to that of capa and th1S study can·ber,q

... --- ....~ ............-... ~. --------..--.... &. -                                    
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. orderly treated considering 'the caps, by raising of the numb~r of

the integers m~. ~he, results obtained are the following:
. . 1

Capa of 'kind tm,n) in ~ .. '(r?3), briefly (m,n)-caps:r,q
(0, n) -caps da not exi st far 'n -' q, n=q+1,'

(O,q)-caps ~ complem~ntary'sets. cf hyperplanes, ~ ·

( 1 ,~) -caps da not exis t far 'n ~"q; ~ 'for n=q+ 1 ~. hyperplan.~s,

(m,q+1)-cap~' ang.. (m,q)-caps do not exist for m 2.

(m,n)-'qaps for 2< m<n~q.-1:. if such a cap exists, it must be:q an

odd square", m=(1+q-2S.rq)/2, n:a [1+Q-2(&-1)(qlJ/2, E:::;O',1 "and

k = {1+Qr-1[q-~ (2'~1)J ± (.r<fl,rr J/2 .•

Caps, of. kind (O~n,q+1) in S (r~3). do not ex:ts.t far 2E&n,q-1,' r~4;r,q
for n=1 ~ Sd ; for n=q .<-j> complementary set of a. Sd (f~d~r-:-2). •

Caps cf kind (1,n,q+"1,) in S" (r~3',q>4): for 34~q"-1 -~ 'hermitian
r"q

farms and four exeptional cases give~ bY,suitable cones-with vertices

Sr_3; for n=2 e<> a hyperplane and aSd ,' ,Sci f S·~_1;.for n=q# com­

plementary set of a ::i t and 'a: ~t_1'(::it (1 ~ t.~ r-1)."~,

,The ~esult~ about graphie' characterization:fo'h~rmitianform~'have

been published in M.T~11ini,.Rend.Mat.26 (1961),213~303, Uni~.o~Roine·:

G.MENICHETTI: Procedimenti g~ometrici per" 18. dete'rminazione "di guasi­

corEi destri di ordine g2.

Attraverso 10 studio di ~erte tr~~formazio~i quadratiche in'un piano"

. proiettivosopra· GF( q) 8·i· ..~.. dato un procedimentoge~metricoper'ia
2

determin~ione di quasicor~i,d~~~r~ di or~ine q

E.SPERNER: Zur Konstruktion"von Quasimaduln

Ausgangspunkt' der dargest'e11 ten Konst~uktion ist ein S-System; d. i.

eine bi.näre Struktur ::i(+,".)·mit zwei Operationen, I'Additi0n.'i und

,"Mul tiplikation", welche' den folgenden Axiomen genügt:'. '.
, .

I. S bildet be~üglic~ aar A~dition eine (i.a.nicht kommtitative).

'Gruppe (mit 0, als· neutralem Ele~eri~).: .,

II. Die Multiplik~tion i~' Sbesitztdie h:igenschaften:
, ,

1) 0~ = oc 0 = 0 Yo( E- S

2) o«f+t) = otf1 + Of. '/ .' Yo(,/--.'tES
3) 3 1 1= 0, 1 ES mi t CL 1 ::: - 1 0(. = c< Vo{E, S

4) V(J,'(G S· '/~;. 0 =>: 3 1 ~E-S mit· 0((3= t· . .
i;s wird dargetan, wie aus der' lVlenge V := {a '} a= fol.l' · "!'} d.h •.

. 1. :LE-

der Menge aller "Vektoren'; über ti zur Indexmenge I durch gee.ignete
// ..., .' ..

,,: Auswahl eine Teilmenge V gewo"nnen wird,' die 'einen Quasimodu:l bildet

. und daher, auch einen (zugehörigen) schwach affinen Raum erz~ugt.
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W.SEIER: Quasimoduln über S-Systemen und angeordnete schwach affine

Räume
. .

·Ein Quasimodul mit assoziativer Addition he{ßt Vektorgruppe. ft Vekto-

ren a 1 , •• ,an einer Vektorgruppe VS heiß~n eine kommutative Basis' von'
". .

VS, falls VS = ~! &iS das direkte ~rodukt der Untergruppen &i S ist."
., t'\ , ' • ,'.

Elemente a~=f,ai~i' b~ =i~ aiPi ' heißen. komplementär" falls fiir jedes

i o!. =0 ode; f.i=O·~ Ist I= { 1 ,2, •..• ,n J , .so definieren wir für jedes J cl,
~ ..

. JI:~ die Abbildung ~'J :' ..r a·'~i-,-::;> _Ea.c<t.' Quasimoduln Übe:r S~Systemen
, .i-r ,}. L~} ~ . '

sind dann durch die folgenden Eigenscha~,ten gekennzeichnet.:
. ,

Satz: Sei 1?-v2 •.Eine Vektorgruppe vs.. ist genau dann isomorP.h zu einem .(. --" .. '

, Quasimodul über einem' S-System bezÜglich der, !,ndexmenge, I~' [,1; •• ,n,) ,"".
, ,

wenn es eine kommutative Basi.~· 'a:1 ' ~. ~anvon VS und eineEV(" ~J(ec>(.)fO

VJcI tX~O) gibt, derart daß.t~cI g~lt aO(.+~J(e(3)= c.r'~>c.,sicfaS.+~(eS)}:

,falls eine der folg~nden Bed~ngungen erfü~lt ~st:

a)' '9JJ (e A ) =1=a. ri. ist komplementär ,'zu aO<=.L a .~. oder zu ~ ~ und, ,V' 'EI ~l-).. ,tEl ~ 1.

:Hin.( i i€II ~i;oJ ) <: 'Min(J) ". .... .

b) c?f ~ ~.I. a. t.· und ~J( efJ.) . sind komplementäX: ~nd für i =Min({ i~ Ii 'bi =l:o})
IE: ~ 1.. l- , 0, , .

gilt ~J(eß)~ a. y."= fJJ' :(. L (e~).
1''' 1.0. ~o ' . :u .l~Oj ,r- '.

. 'Die geometrische. Ke~nzeichnung der entsprechende~ schwach affinen Räu-
, ... .

'. me geschieht durch Spezialfälle ·des kleinen affinen Satzes von ~esargue~~

und eine'g Ä-xioms v~n Veblen·. "

·A.B'ARLOTTI : On" Derivable, S,-spaces·:'·

Let A be a·finite translation S-space of order n=mr , regular ~ith're­

spect to the dimension and of dimension 'r., Conditio~s are giv'en under·,
\ '

which A i8 derivabl~~ ~or ~ach ~erivable S-space it i8 possible to ob~
" " .', I .• " _.' • ','

tain another S-space 'wi th' the' same dime~sion•.This process generalizes

the result obtained by the author in "Le Matematiche lf 21' (1966?~02-12.·

, (Un nuovo proc~dimento per la costruzione'di ~pazi affini generalizzati

di e8pe~ner) •
"

, G.nüHL: Über eine Kennzeichnung der affinen Translationsebenen in'der

Quasimodul-~lgebra

Eine Translat~on "C einer affin:en Ebene A kann in geeignet gew~hlt'en zu

'A"gehörigen Qua~imoduln als Addition von links mit einem festen El~­

memt c 'I dargestellt w~rderi.AU:fgrund dieser Tatsache lassen s~.ch die

Translatiorisebenen d.adurch kennzeichnen, daß. in 'geeignet gewähl ten zu­

g~hörigen Quasimoduln das volle "Assoziativgesetz der Addition, gilt.,
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Z(L) 4as Zentrum von L, so gilt W=M.

• J

- 6

K.R.KANNENBERG: Lineare Kongruenzräume

Die '11heorie der Vektorräume -läßt sich aus. dem Begriff der abelschen· G

Gruppe mit Partition ohne Verwendung von Skalaren entwickeln. Hier­

bei ~ann man auch von eine~ '~ruppoid V von Vektoren ausgehen, das

durch eine geeignete Aquivalenzrelation in Klassen zerlegt"~ird. An

die Stelle der linearen Teilräume eines VektorraUm~s treten dann die
. . . .

].:i!,l'i!e~~~l1l 1ll:tr~t;~1~~:t!·l?fwej!.dle '/ ..dlte -m::fi.~ Firfl.fe d!er lqf:l!:ll.ve].~:Zjili:].eg:s;~ ~etri-

niert werden. Der Verband der linearen Untergruppoide wurde unter­

sucht, und mit Hilfe sp~~ieller Endomorphismen (Streckunge~) w~rden

Koordinaten eingeführt. '··Indem für "das ·Vektorgruppoid V schri ttweise

zusätzliche Eigenschaften' vorausgesetzt wurden, wur~e ge~eigt, daß so
die Theorie der'Vektorräume rekonstruiert werderi karin.

.' .

W.LEISS}ffiR: Die ebene Geometrie von Lie über einem Körper.

Jedem kommutativen Körper'K läßt sich" in kanoni'scher Weise'-eine. 1- .

sortige Geometrie !2(X) zu~rdnen, die bis auf Is~morphie ~i~ der

klassisscheil ebenen Geometrie von Lie übereinstimmt, falls. K der

reelle Zahlenkörper ..ist. Es soll über ein's" axiomatisclle Kennzeich­

nung dieser Klasse von Geom~trien.berichtetwerden.

W.BENZ: Zur Geometrie der Körpererweiterungen
. "

Sei L ein K~rper (nicht riritwendig kommutat~v), seir die durch die

Permutation'z (E LI) ~ a.z+b~ z .~. .1, erzeugte Gruppe von Permu-, , , z _
tationen der projektivenG!3.raden LI:;;L~{a.,3über L mit a(IO),b€L~

Ist Kein echt.er Unterkörp~r von L, so werde die Geometrie· Z(X,L)

definiert: Punkte sind.die·Element~ von L', Ketten sind die Punkt­

mengen (XI )~, K'Er. Ist 11 die durch Pund !(X,L) (Gruppe der Auto~ ·und

. Antiautomorphisme~vo~ L, die K ~ls ~ariies festlassen) ~rzeugte Grup­

pe, so ka~n'diese echt i~.der· Gruppe W ailer Kettenverwandtschaften

enthalten sein, aber

Theor.em: Ist IKoZ(L)/>2

Konsguenzen:

1) Klassischer Fall L=Q,K=R. Hier erhält man den bekannten· Satz (Mö­

bius, Caratheodory ·u.a.) über d1e Gruppe der Kreisverwandtschaften

in der vollständigen GaußIschen Zahl~nebene.

2)L k6mmutativ tin~ (L:K);~~ Hier erhält man den be~annte~'Satz (A.

J.Hoffmann 195'1) über die Gruppe der Kreisve~andtschaften'in einer

miguelschen Möbius-Ebene (i·.e.S~)~

/ 3) L Galoisfel~. Das Th~~r~m gibt hier die Gruppe des Ste~nersystems

für \Kl)2. Diese Steinersysteme I(K,L) wurden schon von Witt 1938
. .

betrachtet (ohne Angabe ihrer Gruppe). Im Falle lK\ =2 besteht die

Gruppe von L(K,b) natürlich aus allen Permutationen von L';                                   
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4) L kommutativ und normale Erweiterung tim Sinne von Artin) von K.

Nennt man Inversion an einer ~ette k jede Kettenverwandtschaft, die

~ punktweise festläßt,' so I~st .die Galoisgruppe G(K,L) isomorph 'zur

Gruppe aller Inversionen an k. (Veranschaulichung der Galoisgruppen).

~.J.ARNOLD: Ringgeometrie als geometrische Algebra

Es wurden (in ve-rschieden~r Weise). 'projektive InziQ.enzstrUk·t~renüber

Ringen konst'ruiert und die zu den projektiven Räumen gehörigen Klassem.

von tiing,en ~estimmt. D.iese Inzidenzstrukturen erscheinen als -Fernräume

affiner Räume über Hingen. Die affin-geometrische Kennzeichnung gelingt
. '

für den unendlich-dimension~len'Fal~für alle kinge"di~ ein,Rechts-

einselenien~esitzen.Bei d~r\.,rahl d~r ge~metrischen Grundbegriffe wird

auf das klassische ItNachbarelement-" v~rzichtet; außer Punkten, Geraden

und einem Parallelis~us (fUr'Geraden) werden zwei lri~idenzr~lationeri

(oder eine', die nicht notwendig symmetrisch' ist) benötigt.

P.QUATTROCCHI: Groups and multiplicative Ibops of linear ternary rings

Theofollowing theorems of' Merchiari and myself have been pr~ved:

Theorem 1: If A i8 _ariy infi~ite group (whose ord~r,is an arb±tr~ry in-'

finite cardinal nUmber), then there exists a linear ternary ring A'
" o.

whose multiplicative lo~p i8 isomorphie to A.

Th~orem 2: An infini t~ Abelian group A ~s isomorphie to the mul tipli'- "

cative loop of a distributive linear ternary ring if and only.if A con-
'. ..

tains at m6si ~ne element cf :order 2.

Theorem 3: If A i8 any infinite A?elian group with at most one element

of order 2 there exists a projective plane of Lenz-Barlotti· typ·e. 1
4

, .

coordinatized by a te·rnary ring whose mul tiplicative lobp is.~,isomorphic

to A.
1 .
~. 'l ,.....

J.TIMM: Generalization cf grouptheory to n-adic operations,

A set G together \t[ith an n-ary operati·on "Oll defined in i t is called

, an n-group, iff it s~tisf.ies the associative law·and .for.·an~ n elements

there is exactly one satisf~yng (a1·, •• ,a") =a 1,w'!~~hcm ..
" . n 0 n+ .

tiome theo~ems w~re stat~d', which salve the problem cf de.te~mining the

structure cf n-groups in the' finitely generated' and abelian case, ge~

neralizing the weIl known "~asic-theorem" of binary abelian ·grouptheory.

Examples of n-gr6ups occu~,.~n geometry,~ describin~ s~ructures wi th

certain properties, which enableo ,one to define n-ary operations in

the set of the points ~r same subset.
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lRENE PIEPER: Topological Quasimodules and"their geometry

The nations af tapological 'quasimodule {tqm) and top.weak-affine space

( ts-space) are introduced in· 'a natural manner. "Some 'propasoi tions on

seperationproperties of tqm!s are considered. Furthermore t4e
O

conditions

are discussed far a tqm to be the topological product of'.i ta" set cf ttdi-
. "

,rections" and i ts set cf "11 s calars" • Every, tqm 'leads to a' topological
" "

s-space, and this class o~ s-spaces is characterised. Applying these re-

sul ts to topological '~ffine p'laY{es .(where joining-, inters"ecti~g"'and
" .

drawing the parallel line is., assunH~~ to be continous) one ge.ts same

properties whi"ch are also' true .,far affine subplanes of .topological
, .'

projective planes. The topotogical qm~ defin~ng topological ~ff~ne

planes are characterized.

J _.Timm (Hamburg)

'.0 ..
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