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GroBe Kardinalzahlen
11.7. bis 17.1.70

Ziei'dés:Seminaré war es, die Anwendungeﬁ deé.Ramsey—
schen Satzes in der Mengenlehre und Modelltheorle im
iDetall durchzuarbelten und Bewelsvarlanten zu betrachten.-
‘ . . Pir dlg\g?elnsame Arbeit widhrend der Semlnartagung, ~die
Va’unter'dér'Leitung von G. H{ Miller (Heidelberg) stand,

:war dle Atmosphare des Oberwolfacher Instltuts eine

. ’1dea1e - und notwendlge - Voraussetzung.
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Vortragsauszige

D. WIEFNECKER: Der Satz von Ramsey

Im folgenden wird das Axiomgnsystem der Mengenlehre von
.Zermeio—Fraenkel (ZF) in einer der Ublichen Formulierungen

vorausgésetzt. Ordinalzahlen werden mit kleinén griechischen
" Buchstaben bezeichnet.

KyAyu und v stehen flr Kardinalzahlen, wobéi nyA und u ste%s‘
unendlich sind. n,m sind natiiriiche Zahlen.

[X]nd:f{X g.Xli = n} Menge der n-stelligen,

[X]<w—:{x = X[§ < w} Menge der endiiéhen'Teilmengen von X.
Ist %ef [x] ® - m eine Zerlegung von [X]n in m'disjuﬁkte
'Mengen,,so helﬁt Y < X homogen fir T genau dann, wenn I"["]
(das Blld von [YI" unter f) genau ein - blement entnal s ent-
'sprechend helﬁt im Talle einer Zerlegung f : [X] w*v ch '
i:'nomogen fir £ genau dann, wenn Y homogen ist flr alle f
£ = X1, n < w. -
uléﬁ(g)g (bzw; ®o- (a)iw) genau dann, wenn fiir jedes
T ; [ijnA~‘m (bzw. £ [u]<w - V) ein Xgn exisfiert; das
nomogen fur f und vom Ordnungstypus o ist.

In dleser Scnrelowelse besagt der Satz von Ramsey
R, - R)m - i |
nDer'BeWeis_(vgl. Ramsey : On a Problem.of Formal Logic, Proc.

London Math.Soc. 30 (1929-30) ) erfolgt durch Induktion nach

'n und m,,wooel im Fall'm = n = 2 die Bewelsmetnode aufgezeligt

B ' ~w1rd |

| Anwendung Satz von Ehrenfeucht - Mostowskl

T se1 elne "Theorie in der Sprache des Pradlkatenkalkdls erstex
Stufe, T haoeqe;n unendliches Modell. <) sei eine (linear)

geordnete Menge. Dann existiert ein Modell 9 von T, flr -das

DFG Deutsche ’ ' .
Forschungsgemeinschaft . . - © @




-2 -

f:,(X,<}5hom0gen ist, d.h: ist.¢_einé TFormel der Sprabhe von T'

'dann gllt '

~ 1 ! . v
v'.mlt n frelen Variablen X1<-a.<Xn, xn<...<xn, wobeil xi,xiex,

Q‘r__ (‘D [X1,...,Xn.] (=4 %!I: (p ,[X1,...,Xn],

o Der Beweis erfolgt mittels KompaktheitssatZ°-die*débei betrach-
 teten endllcnen rormeln fiithren zu elner Zerle gung von [A]

'wooel A der Ind1v1duenoerelcn elnes unendllchen ModeLls von T

‘”lfi't 1ﬁ endllch viele Aqulvalenzklassen, was die Anwondung des

DFG

Ranseyscnen Satzes ermoglloht

-i_J MATER: BrdSs'sche Zahlen

o Unte sﬁCht’werden Zahlen'x,k, aﬁf die sich der Ramsey'sche

'-Satz ubertragen 158t .

Jeder'Zerlegung von [X] in v d1s3uncte Tellmenben W1rd ein

—steiiiger Baum - d.h. eine teilwelse geordnete Menge (?,<)

| fvon FOLgen mit Werten in v; diese Menge hat ein 1., Element
'und ihre- Anfangssegmente sind wonlgeordnet - gugeordnet.
'Damlt bewelst man den batz.

'Selen VyA gegeoen und v<cfA.- Falls Jeder V- stelllge Baum

der Machtlvgelt n eine linear geordnete Tellmenge der hacntlg—

- keit A,entnalt, so folgt

T (>\)2

o

| Ist A regular und v = 2, 'so gilt dle Umkehrung des obigen

Satzes, insbesondere erhilt man das negative Ergeonis
A +
| 2" ()3
Ferﬁér wird gezeigt, daB jedes u >?to mitvdér Bigenschaft

o —_— (“)g - stark unerreichbar ist.
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G. RUTSCH: Strukturen mit Mengen von "nichtunterscheidbaren"

Elementen.
(Vgl. J. silver "Some Applications of Model Theory in Set

Theory" (Thesis) )

Fiixr Bezeichnungsweisen vergleiche auch die vorstehendén
Vortragsauszlige) .
Fiir das Folgeﬂde konnen wir uns (nach Skolem) auf Formel- .
mengen und auf Strukturen beschrénken, in denen Existenz-
aussagen auch nennbare Beipsiele beéitzen. |
g = (A R1€I) gei eine Struktur der Sprache s(m);¢m,(tm)

' seié:; die Belegungen von Formeln ) (Termen t) aus 9(91)
in . Fir X ¢ A sei Hy(X) = (% [xq, 000 ,%, Jo€0(20) %7500 X €X)
und - &;(X) die zu HQ(X) als Individuenbereich gehérige (elemen-
tare)-Substruktur von ¥, ¥=(X,<) sei eine geordnete Struktur,,

mitﬁ§<p>werde ein aufsteigendes n-Tupel von X bezeichnet.

X heiBt homogen (bzw. Menge von nichtunterscheidbaren

: Elementen) fiir 4, wenn fir alle Formeln dea(u) gilt:
Lﬁ ) [i(n)_] “LT; o [x"(n)]. Sei % homogen fUr ¥; dann sei
(z)—{.¢|¢69@1)und fiir alle i(n)lg—x ) [:’E(n)]}. x(z,z,m)
| . besage (1) % homogen fir u, (ii) Fm(I)!=)3",' |

y (111) &m(X) = U,

Es werden die folgenden Satze I,II nach Sllver und das
Lemma und Satz III nach R. Jensen "GroBe Kardlnalzahlen R
Ausa:beltung der Vortrige in Oberwolfach 27.3/3.4.67,
bgwiesén: |

I, éeign X, z Ordnungen, f ein Monomorphismus von % in %'
und gelte »(ZL,%,%),x(T,%',4'), dann 148t sich £ eindeufig zZu
einem ‘élementaren Monomorphismus von % in %' fortsetzen.

1I, Wenn es ein ¥ mit einem unendllchen z homogen fir m gibt,

.damf; gibt es flir jede unendliche Ordnung _z' elne Struktur 8

. - . .
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mit K(F (i') ¥',8) und F (I ) = Fy (%). ~ ‘
Lemma"Sei o« Limeszahl,A<{x, und x minimal mit = - (a)2 )
dann » - (a)<f .
I IIT. sei u = (4, Reoacn) €108 Struktur, Cca,C=n,C
wohlgeordnet durch »x; wenn »n = (a)K , dann gibt es X c C ,
vom Ordnungstypus a, so dafB % homogen fiur u, (Vgl., Prédmisse

von Satz I1).

G. KLAAS: Strukturen mit hyperhomogenen lMengen
(Fix Bezeichnungen vgl auch die vorstehenden Vortrags- .
'auszuge)
Sei i = (X,<) homogen fir U.Fy (¥x) (und auch % fir %) heiBe
hyperhomogen, wenn u(F (z) ¥,4), ein Satz, der ausdriickt,
idaB_( eine lineare Ordnung ist, zu Fy(X) gehért, und flr
allé Terme t€8(%) die folgenden Formeln zu Fﬂ(X) gehdren:
(1) ? VSt (VgreeesVy )
(2) t(vo’”?’vn-‘l.’vn’vn.-t-T""’vm) 5-"v"n -
(%) t(vo;..,v 1,vh,vn+1,..,vn)=t(vo,..,vn_1,vn,vm+1,..,v2m_n)

t(vo, * ® ,v 1 ,Vn+1 § oo ,Vm)>vn—°'t (VO’ 3N Y ,vn-1 ,Vn+1 9 o0 ,Vn)zvn+1

(4) vo < vy b ®

" (wobei fiir Einsetzungen in die Variablen nur aufsteigende
' Folgen von Elementen aus X zugelassen seien.)

Semantisch besagen (1) und (2) zusammen : Flir X' echtes Anfangs-
' segment ohneMaximum von X ist Hﬁ(X') Anfangssegment von Hm(X),.

1ns§esgndere liegt X cofinal in Hy(X).

(B)Tbeéagt fiir C ¢ X:sup C(in %) = sup C(in ¥).

In folgenden heiBe ¥ = (A,<...) zum Teil wohlgeordnet durch

«, wenn ein Teil von A durch a wohlgeordnet ist.

In Analogie zu Satz I (vgl. vorst. Referat) gilt.:
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Seien ¥, X' Ordnungen ochne Maximum, f ein Monomorphismus

~von % in %', wobei f,beschrinkt auf X, Anfangssegment von

[h]
.

D.

X sei, und gelte #(L,%,4),r(L,%7,u'), Fy(X) hyperhomogen,
dann 188t sich f eindeutig zu einem elmentaren Monomor-
phismus g von % in uU°* fortseszen9 wobei g,beschrénkt auf
A)Anfangssegment von A*¢ ist,

(vgl. auch II und III des vorstehenden Referates).

‘Sei U = ( 4, 5’5 < A <% ) zum Teil wohlgeordnet durch %,

« > w eine leeszahl % minimal mit » - (a) h , dann
2

ex1st1ert ein fur U hyperhomogenes X,

Sei ¥=(x,<) (ohne Maxmmum) hyperhomogen fiir 9%, % zum

Teil wohlgeordnet, A 2 w1U$3(2£)9 dann ist das A-te Element

~von X das A-te Element des wohlgeordnetep Teils von %,

Sei Y wie in der Primisse von 2, a 2 w, Limeszahl, x

minimal mit »x =(a) ;w,x<uo, dann existiert eine
e .

Fclge Mu, o2 My Von Strukturen elementar Hquivalent zu ¥,

mit folgenden Eigenschaften:

a) fir po'< M < ' ist mu elementares Subsystem von mu

19

o) der wohlgeordnete Teil von mp hat den Ordnungstyp u,

c) fﬁr~po L p < putist mu Anfangssegement‘von'ﬂug,

d) Sei A' £ @; jeder universelle Satz der unendlichen

Sprache 91’(ﬂ)' der in % gilt, gilt in jedem}ﬁuy.

rd

NIEFNECKER: Anwendung auf die konstruktible Hierarchie

: Voreuwgesetzt sei die Existenz elnes ®, S0 daB n - (*H)

Als Axwendung der Theorie, die in den vorhergegangenen Vor-

trégen entwickelt worden ist, wird die Existenz einer hyper-

homogenen Klasse filir die Godelsche Klasse L der konstruktiblen

Mengen gezeigt.
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Als Folgerungen ergeben sich die Aussagen:
.(I’) (L,,€) < (L,,,€) fir X‘o <A KA
(1II) 1In der ZF-Sprache 1&8t sich eine Wahrheitsdefinition
fur (L,€) definieren, d.h. es gibt eine €-Formel §,
‘so da untér der Definition | .
o (L,€) k= olx] &> 6 (9,x)
(wobei x = {Xq,...9%,} 5 X;€L , ¢(G8delnummer einer)
Formel der ZF;Sprache) die Ublichen rekursiven Er-:
flillbarkeitsbedingungen nachweisbar sind.
(111) Es gibt eine abgeschlossene und in On (Klasse der .
Ordinalzahlen) konfinale Teilklasse C ¢ On, die fir |
'L homogen ist und L erzeugt, d.h. ist z€lL,
so'gibt es eine €~Formel ¢ und x1,...,xn€C, so daB
z das einzige z' ist mit | |
8(p,{z" ,x1,...,xn)) ‘ - ;
Ferner gilt : Ist A > XB , 80 ist A das A-te Element

von C. _
Der Beweis wird zundcht unter der stidrkeren Voraussetzung

(i) . es existiert ein A > stﬁnd ein X g'x, so daB X=A
- und X homogen flr (L}\,G) ist, R , .
erbracht. Falls x —) (X1)<w, so existiert ein A, so daB
(ii)’ ein X ¢ A existiert mit :f =x1 und X ist homogen fir
(L, €.
Es 148t sich zeigen, daB das kleinste A mit der Eigenschaft

i
o

|
|
|
(11) gerade N; ist, woraus sich (i) ergibt. - ,
\
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K. GLOEDE: Weitere Folgerungen aus der Existenz eines n

mit der Eigenschaft » - (N})<w.

Aus der Existenz einer derartigen Kardinalzahl lassen sich

.- Uberraschende Schliisse auf die konstruktible Hieraréhie
ziehen. -~ Vorausgesetzt seien die Aussagen (I)-(III) des
vorstehenden Referates., Dann gilt:
(1) Es gibt eine (in der ZF-Sprache formalisierbare) Wahrheits-
defiﬁition fir die Stuktur (L,€). Somit ist V # L nach einem
Satz von TARSKI; insbesondere ist die Menge der Gddelnummern
der in (IL,€) wahren Shtze eine nichtekohsfruktible Teilmenge

von w. Da (L, ) eine elementare Teilstruktur von (IL,€)
, :

1
ist, so gilt;

~(2) 1Ist a definierbar in (L,€) (d,h. ohne'Parameter_aus L),
so ist «a abzéhibar,'insbesondere ist X%,;.,Xg,.., eo <}t1?
wobei 6  die kleinste in L unerreichbare Kardinalzahl ist.

‘_, (3) Die Elemente von C, d.h., insbesondere die lberabzihlbaren

‘(wirklichen) Kardinalzahlén sind stark unerreichbar in I.

. - Tann sind vi-ﬁberabzﬁhlbare Kardinalzahlen, die in L die
® | ~ Eigenschaft ¢i besitzen (i=0,1), wobei ¢, (a) besagt,‘daﬁ a
reguldr ist, und 7 (a) ¢ VE(E=i<a = 25¢a), so trifft die

Eigenschaft ¢ A ¢ ; in L auf afmtliche Elemente von C zu.

'Diese Folgerungen (wie auch (I)~-(III) des vorstehenden Refera—
'tés) lassen sich auf die Hierarchie der relativ (von a ) kon-
sfruktiblen,Mengen L(a) Uvertragen, félls acuw. im allge-
‘meinen Fall einer beliebigen Menge a sind die Aussagen geeig-

net abzuindern.

H
'
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K,Balzit:

(1) Eigemschaften von n(a)b=f‘n{v:v~(a)§w}
ef.

(1) #n(a) ist stark unerreichbar, wenn a Limeszahl ist.

(2) Wenn B Limeszahl ist und a < B8, dann gilt x(a) < x(8).

Beides folgt durch‘Widerspruchsbeweis mit Hilfe des Lemmas

und des Satzes III aus dem Vortrag von Herrn Rutsch.

Fiir (1) wird auBerdem ZA —%9 (a)iw benutzt.

(II) Vertraglichkelt mit V = L

‘Existiert x, so daB x = (a)<w, dann gilt » = (a)<m

in jedem transitiven ZF-Modell M, fallsAa abz&hlbar in M

1st und % aus M,

~einer gewissen Relation ergibt den Beweis‘dieser Behauptung;

D1e Aqulvalenz der Existenz einer homogenen Menge vom Ord-

nungstyp a fir eine Funktlon f mit der Nichtfundiertheit

Auf Grund des Ergebnisses des vorhergehenden Vortrages kann

Deutsche

man sagen, da8 die Existenz eines », so daB » = (a)

gilt, mit V = L genau dann vertréglich.ist, wenn'a<w%.

K. Gloede (Heidelberg)
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