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Vortragsauszüge

D. NIEFNECKER: Der satz von Ramsey

Im folgenden "vird das Axiomensystem der l\1engenlehre von

. Zerluelo-Fraenkel (ZF) .ln einer der ü-olichen Formulierunge'n
. . .

vorausgesetzt. Ordinalzahlen werden mit kleinen gr.iechischen

. B~chstaben b~zeichnet~

it,A.,1J. und v stehen für Kardinalzahlen, v./o-oei x.,A. und IJ. stets

. unendlich sind. n,m sind natürliche Z,ablen.

[XJn = [x ~. xix = n}'Menge der n-stelligen,
def . . .

[xJ<w= [x c xix< w} ~1enge. der endlichen ·Teilmengen von X.
, def ~

Ist" f : [X] n -> meine Zerlegung von [XJn in mdisjunkte

T'1engen, .so heißt Y c X homogen für f genau dann, wenn f I I [YJl1

(das Bild von [YJn unter f) genau ein Element enthält;, ent-
. <.. . ,

sprechend heißt im Falle einerZerle gung f : [XJUl-v yc;;.{

homogen für f genau dann, \>Jenn Y homogen ist für "alle f n =

fn;fr[X]n, "~ < w.

x." :,:,·(a)~ C-ozw. x. - (o;)~Ul) genau dann, wenn für jedes

} :'. [.x.Jll --"m C-ozw. f : [x.]<w -> v) ein X~x. existiert, das
I,•.

l1omogen für f und vom Ordnungstypus 0: is t'.

In dieser Schr.eibvJeise -oesagt der Satz von Ramsey:'

Xo - (>to)~ •

. D'er Bevleis. (vgl. Rams'ey : On a Prol)lem.of Formal Logic,Proc.

London r-·1ath. Soc. 30 (1929-30) .) erfolgt· durch Indu1ction nac'h

n und ~,. wobei ~m Fall' rn = n =

. ~~lir d.

2 die Beweismethode aufg~zeigt

Anwendung: Satz von Ehrenfeucht - Mostowski

'P sei eine·Theorie in der Sprache" des PrädikatenkalkUls ersteT

Stufe, T habe ein unendliches Mod:ell. <Je,<} sei eine (linear)

geordnete Menge. Dann existiert ein Modell m von T, für·das
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,<X,<)"homogen ist, d.n. ist. Cf>.eine Formel.der Sprache von'r
, f"

mit ~trei~ri Variabl~n ~'<.i.<Xn' x.< ••• <x , wobei x. ,x. EX,n , n 1 l

'dann gilt

' ... f.- [ L [f r
~l .-' Ci> , X" ••• , xnJ ~ ~ ~ er', x, ,··.,Xn ] •

Der Be\veis 'erfo,lgt mit~els Kompaktheitssatz.;, die"da-oei -oetr.ach-

. teten en:dlichen Porme In führen zu' eirler Zerle gung von, [A Jn ,
; ,

"da-Dei A' der Inqividu~n-oereich ei Iie sunendlic hen Modells von T

'. ," i'st ~: in 'ehdlich viele Kquivalellzklassen, was die .Anwendung des

R,amsey"schen ,Sat ze s ermögl~cl1t •.

J l\1AIER: Erdös' sehe' Zahlen

Unt'.eJ:,sucht 'werden Zahlen' ,x., A.., auf die sich der 11amsey' sehe'

'~at~ U~ertragen läßt. :
2

Jede·I-' Zerlegung von [X] in \) ~isjunlcte Teilmengen "'Jird eill

,v-steliiger B.aUm ~ d.n. eine teilvJeise geo~dnete l'vlenge (P,<)

VOll Folgen mit v'!erten in 'J; die se IJlenge hat ein 1. Elenlellt

'und ilrr'e' 'Anfang~segmente sind "Johlgeor9-I1.~~, - zugeordnet.

'Damit'beweist man den Satz:

Seien \J"Ä. gege-oen und 'v<cfA..- Falls jeder'\) - stellige Baum

der 'I"Iächtigkeit ;t eine linear geordnete Teilmenge' der I·rräc1?,.tig­

'keit A enthält, so folgt

)(. _ (1\.)2
\)

'Ist f... regulär und \J = 2, so gi It die,·, Umkehrung des o·oigen

Satze~, insbesondere erhält man, das negative Ergebnis

2)(. --f-7 .()(.+)~
Ferner vJird gezeigt; daß jedes )(. >~o mit der Eigenschaft

)(. } ()(.) ~ starlc unerreich·oar ist •.
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G. RUTSCH: Strukturen mit Mengen von '''nichtunterscbeidbaren"

Elementen.

(Vgl. J. silver "Soma Applications of Model Theory .in Set

Theory" (The sis) )

Für Bezeichnungsweisen vergleic~e auch die vorstehenden

VortragsauszUge).

Für das Folgende können wir uns (nach Skolem) auf ~'orme1- .

mengen und auf Strukturen beschränken, in denen Existenz~

aussagen auch nennbare Beipsiele besitzen.

~ = (A,RiEI ) sei eine Struktur der Sprache n(~) ;$~,(t~)

seien die Belegungen von Formeln $ (~~rmen t) aus n(~~

in ~. Für X s: .A, sei sm(X) = (t~[X1' ••• 'XnJ~En(~) ;x1 , •• ,xnEX}

und" s:.>~.(X) die zu ~ (X) ~ls Individuenbe:re ich gehörige (elemen­

tare)Substruktu:zo von. Ul. I.=(X,<) sei 'eine geordn~te Struktur;,

mit i;x(n)werde ein aufsteigendes n-Tupel 'von X bezeichnet.

I heißt homogen (QZW. Menge VO~ nichtunterscheidbaren
n

Elementen) für ~, wenn ~ür alle Formeln $E9(~) gilt:

~ '$:: [x(n)J ~ ~ ~ [Xl (n) J. Sei I homogen fUr. ~; dann sei

F91(~)=t~IQlEs:!~)und ~Ural'le x(n)~ $ [i(n)]}. )(.(E,I,91)
: ; :. ~

besage' (i) I ho~ogen fttr Ul, (ii) F91(I)=I:~
~ 1 .

· (ii1) '~(X) = ~.

Es werden die folgenden Sätze 1,11 nach Silver( und das
r 1

Lemma, und Satz 111 nach R. Jensen IIGroße Kardinalzahlen",

Ausarbeitung der Vorträge in Oberwolfach 27.3/3.4.67 ,

be~esen:

I. $eien I, Ir Ordnungen, fein Monomorphismus von I in 1 1

und' gelte K(ttI,~),x(L,I',~I), dann läßt sich f eindeutig zu

einem-~lementarenMonomorphismus von ~ in ~, fortsetzen.

11. ·~Wenn es ein Ul mit einem unendliohen I homogen fUr ~ gibt,

danP. gibt es fUr jede unendliche Ordnung °1 , eine Struktur 18

                                   
                                                                                                       ©



(1 )

·(2)

- 4 -

mit K(Fm(I'),I',m) und Fm(I') = F~(I).

Lemma:· Sei Cl Limeszahl, Ä<x, und x minimal mit )t - (a)~W I

d·ann x - (a) ~ ~ •

l 111. Sei !U = (A,R~~Ä<x.) eine Struktur, C S A , C = x , C
<w

wohlgeordnet durch Kj wenn x ~ (a)~ , dann gibt es X Se,
2'1\.

vom.Ordnungstypus a, so daß I h~mogen für mG (Vgl. Prämisse

von Satz 11). '

G. KLAAS: Strukturen mi~ hyperhomogenen Mengen

(Für Bezeichnungen vgl. auch die vorstehenden Vortrags­
. aus~üge)

.,

Sei ;;1 = (X,<) homogen für ~.F!U(X) (und auch I für ~) heiße

hyperhomogen, wenn X.(FUl(I),I,~), ein Satz, crer ausdrückt,

daß,< eine lineare Ordnung ist, zu F~(X) gehört, und für

alle Terme tEn(~) die folgenden Formeln zu F~(X) gehören:

~ vn ~.t (vo ' ••• 'vn_1)

t(vo '··· ,vn_1.,vn ,vn+1'··· ,vm) ~.' v·il ...

t(vo,~~,vn_1,vn,vn+1,··,vn)=t(vo,··,vn_1,vn,vm+1,··,v2m-n).( 3)
n. ~ ( v0'.· • , vn-1 ,vn+1 ' • • ,vm) >vn-t (v0 ' • • ,vn-1 ' vn+1 ' • • , vn )~vn+1

v < v 1'0

(wobei für Einsetzungen in die Variablen nur aufsteigende
Folgen von Elementen aus X zugelassen seiene)

Semant~sch besagen (1) und (2) zusammen: Für X' echtes Anfangs­

segmen~ohneMaximum von X ist Ht1 (X') lmfangsse gment von !Im (X) j .

ins?es~ndere liegt X cofinal in Hm(X).

(3) ..,be~agt für C c X:sup C(in I) = sup C(in Ul).
, I1 ~

Im folgenden heiße ~ = {A,< ••• > zum Teil wohlgeordnet durch
"

a, weD.I;l ein Teil von A durch a wohlgeordne,t ist e

In Ana~ogie zu Satz I (vgl. vorst c Referat) gilt.:
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1. Seien I, I' Ordnungen ohne Maximum, fein Monomorphismus

von I in I', wobei f10eschränkt auf X,Anfangssegment von

X sei, und gelt-e X(L,I,Ul),X.(I: p lfl'Ul'), Fux(X) hyperhomogen, _.

dann läßt sich f eindeutig zu eine~ elmentaren Monomor~

phismus g von ~ in ~t fortsetzen 9 wobei g)beschränkt auf

~Anfangssegment von Ag ist o

g. (vgl. auch II und 111 des' vorstehenden Ref~rates).

Sei at = < A, R~, ~ ( A < x ) zum Tei 1 wohlgeordnet dur ch x,

a > weine Limeszahl, x minimal mit x.- (a) ~w, dann
2

existiert ein für m hyperhomogenes I.

2. Sei· I=(x,<) (ohne Maximum) hyperhomogen für ~, UI zum

Teil wohlg~ordnet, A ~ w1un(~)9 dann ist das A-te Element

von X das ",-te Element des wohlgeordneten Tei 18 von Ul.·

i. Sei ~ wie in der Prämisse von 2, a ~ w1 Limeszahl, K

minimal mit x ~(a) ~W9A<~0' dann existier~.eine
2

Felge u~, ~ > ~o von Strukturen elementar äquivalent zu U,

mit. folgenden Eigenschaften:

a) .für ~o" ~ ~ < ~. ist Ul\..l. elementares Subsystem von Ul\.l I ,

b) der wohlgeordnete Teil von Ul~ "~at den Ordnungstyp ~,

e) fUr "\..lo < ~ < ~' ist ~\..l Anfangssegementvon ~\.l"

d) Sei A' < ~; jeder universelle Satz der unendlichen

Sprache 1lI\s(Ul), der in Ul gilt, gilt in jedem Ul\.lY.

D. I~IEFNECKER: Anwendung auf die kon·struktible Hierarchie

" Vora.usgesetzt sei die Existenz eines x., so daß x. ... (~)<w.

Als It11Wendung der Theorie, die in den vorhergegangenen Vor­

trägen entwickelt worden ist~ wird die Existenz einer hyper­

homogenen Klasse für die Gödelsehe 'Klasse L der konstruktiblen

I1engen gezeigt.
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Als Folgerungen erge.ben sich· die Aussagen:

( I) <LA. ' E) < <LA. ' , E) für j('0 < A. ~ A.'

'(lI) In der ZF~Sprache läßt sich eine Wabrheitsdefinition

fUr (L,E) definieren, d.h. es gibt eine E-Formel.e,

so daß unter der Definition

,'(L,E)'I= cp[x]~ e (<p,x)

(wobei x = {x1, ••• ,xn } , xiEL ,~(Gödelnummer einer)

Formel der ZF-Sprache) die üblichen rekursiven Er-,

fUllbarkeitsbedingunge~nachweisbar sind.

(111) Es gibt eine abgeschlossene und in ~n (Klasse der 4t
Ordinalzahlen) konfinale Teilklasse C S On, die für

'L homogen ist und L erzeugt, d.h. ist zEL,

so gibt es eine E-Formel ~ und x1' ••• ,xnEC, so daß

z das einzige Zl ist mit

e(~, (z ' , x 1 ' ••• '~) ) •

Ferner gilt : Ist A > ~o ' so ist A. das A.-te Element

von C.
Der Beweis .wird zunächt unter der stärkeren Voraussetzung

-
. (i) es existiert ein A. > fto und ein X S A., so daß X=A.

..

~nd X homogen fUr (LA,E) ist,

erbracht. Falls )l --7 (X1) <w, so existiert ein A, so daß

(ii) ein X S A. existiert mit X=~1 und X ist homogen für

(L~,E).

Es läßt sich zeigen, daß das ~leinste ~ mit der Eigenschaft

(ii) gerade ~1 ist, woraus sich (i) ergibt.

;,
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K.. GLOEDE: Weit ere Folgerungen aus der Existenz eine S )l

mit der Eigenschaft x - (K1 )<w.

. Aus der Existenz einer derartigen Kardinalzahl lassen sich

... überraschende Schlüsse auf die konstruktible Hierarchie

ziehen. - Vorausgesetzt seien die Aussagen (I)-(III) des

vorstehenden Referates. Dann gilt:

(1) Es' gibt eine (in der ZF-Sprache formalisierbare) Wahrheits­

definition fUr die Stuktur (L,E). Somit ist V ~ L nach einem

Satz von TARSKlj insbesondere ist die Menge der Gödelnummern

der in (L, E) wahren Sätze eine nich~-konstruktible Teilmenge

von w. Da (L E) eine elementare Teilstruktur von (L,E)
w1 ' .

ist, so gilt;

(2) Ist a definierbar in (L,E) (d.h. ohne Parameter aus L),

so ist a abzählbar, 'insbesondere ist ~, •• ,~~, •• , Bo <t1 !

wobei .Bo die kleinste in L unerreichbare Kardinalzahl ist.

(3) Die Elemente von C, d.h. insbesondere die überabzählbaren

(~irklichen) Kar.dipalzahlen sind stark unerreichbar in L.

Dann sind ~iüberabzählbareKardinalzahlen, die in L die

E~genschaft ~i besitzen (i=0,1), ~obei ~o(a) besagt, daß a

regulär ist, und·~l (a) t---7'1~(~=~<a" 2l;<a), so trifft die

Eigenschaft ~ 0 A ~ 1 in L auf sämtliche Elemente von C zu.

Diese Folgerungen (wie auch (I)~(III) des vorstehenden Refera­

·tee) lassen sich auf die Hierarchie der relativ (von' a ) kon- ..
struktiblen Mengen L(a) Ubert~agen, falls a ~ w • Im allge-

meinen Fall einer beliebigen Menge a sind die Aussagen geeig­

net abzuändern.
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K.B]}'YER:

(I) Eigenschaften von x.(o:)=n{~:~-(a)~W)
De!. .

(1) K(a) ist stark unerreichbar, wenn a Limeszahl ist.

(2) Wenn ß Limeszahl ist und a < ß, dann gilt K(a) < ~(ß) •

.Beides folgt dUrch"Widerspruchsbeweis mit HilIe des Lemmas
. .

und des Satzes 111 aus dem Vortrag von Herrn Rutsch~

Für (1) wird außerdem 2A~ (o:)~W benutzt.

(11) Verträglichkeit mit V = L

EXistiertx., so daß x. ... (0:) <w, dann gilt x. - (o:)<w

in jedem transitiven ZF-Modell ~, falls. a abzählbar in.~

ist und x. aus !ffi.

tf·

Die Äq~ivalenz der Existenz einer homo~enen Menge vom Ord­

nungstyp a für eine Funktion f mit der Nichtfundiertbeit

. einer gewissen Relation ergibt den Beweis dieser Behauptung.

Auf Grund des Ergebnisses des vorhergehenden Vortrages .kann

man sagen, daß die Existenz eines x, so daß x - (o:)<w
. L

gilt, mit V = L genau dann verträglich,i~t, wenno:<w1- e
K. Gloede (Heidelberg)
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