MATHEMATISCﬁES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagungsbericht '12/1970 -

Arbeitsgemeinéchaft ber den Indexsatz
von Atiyah - Singer

12.4. bis 18.4.1970

. _ Die Arbeitsgemeinschaft wird auch die He'rbsttagimg
(Leitung: F. Hirzebruch, Bonn) der Indexformel von Atiyah-
Singer widmen. Im Herbst wird der Beweis und die zugehtrige
AAnaly81s behandelt. '

Diese Tagung wurde von G. Harder (Bonn) geleltet Hler
- wurde zunfichst der Indexsatz formuliert. .
Dabei wurde fiir die topologische Seite ein Uberblick Uber
die K-Theorie und K,-Theorie (%quivalente K-Theorie) ge- |
geben, wobei der Periodizitftssatz von Bott mit &quivarianter
Verallgemeinerung ("trivialer" Fall des Thomisomorphismus) |
ohne Beweis behutzt wurde, Ebenso wurde ftir die analytische
Seite die Theorie der Pseud6differentialoperatoren (insbe-
‘ . sondere der elliptischen Operatoren) im Uberblick vorgetragen,
soweit es zur Formulierung des Indexsatzes notwendlg war, -
Im zweiten Teil beschéftigte sich die-Arbeitsgemeinschaft mlt'
“der Interpretation und den Anwendungen des Indexsatzes.
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. Teilnehmer ' ‘ 4 : h 'j_.V'

~ H. Abels, Bochum - W. Jehne, K&ln

'~ H. Bauer, Erlangen - R. Kiehl, Frankfurt

. E. Berends, Berlin , “7 K. Kiyek, Saarbrticken .. .

. R.TBerger, Saarbrticken . - M. Knebusch, Saarbrlicken -
Th. Brcker, Heidelberg - J. Kthn, Erlangen o
R. Brtiske, Bochum . K, Legrady, Hamburg

, T.tom Dieck, Saarbrticken  F, Lorenz, Konstanz
. W. End, Heidelberg ' J. Mennicke, Bielefeld

' H.-J. Pendrich, MUnster H.-J. Nastold, Minster
W. Fischer, Bielefeld - G. Neubauer, Konstanz .

0. Forster, Regensburg - " 'V. Puppe, Heidelberg | o §
W.D. Geyer, Hei_del'berg - . K. Radbruch, TUbingen -~ - o .
E. Gottschling, Mainz =~ ~ = U. Rehmann, Gottingen ' '
B. Hain, Erlangen ' H. Reiter, Gottingen
W. Hansen, Erlangén' - R. Rentschler, Strasbourg -

~ G. Harder, Bonn = . U. Stuhlér, GSttingen
"7;“3M; Hazewinkel, Moskau = G. Tamme, G&ttingen :
'*f;‘KarJanich, Regensburg G. Wittstock, SaarbrﬁckéniA_-
A Vdrtragsaus zlige

UFG

'U.REHMANN: Aquivariante K-Theorie

[P

- Zusammenstellung elementarer Definitionen und Sitze aus der top
-logischen K-Theorie nach ' ’ B

(i)  Atiyah: K-Theory (Benjamin, 1967)
(ii) -, Singer: The index of elliptic operators I
(iii) Segal, Equivariant K-Theory (Publ. Math. IHES 34).

- U.STUHLER: Der Thom-Isomorphismus in der dquivarianten K-Theorie
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Es wurde ein Beweis der Thom-Isomorphie unter Voraussetzung des

Bottschen Periodizititssatzes nach der Arbeit von Segal (1, iii)
gegeben. ' o ' ' :
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‘G. TAMME: Der topologische Index

Sei G eine kompakte Liegruppe und X eine kompakte differenzierbare
G-Mannigfaltigkeit. Dann wird der topologische Index als R(G)-
Modulhomomorphismus .

indt : KG(TX) —->R(G)

erklirt. Dabe1 ist TX das Tangentlalbundel von X und R(G) der

Darstellungsring von G.

Jeder G-Einbettung i : X —> Y ordnet man einen R(G)—Homomorphlsmus

i, : Ky(TX) —>Kg(TY) zu und erklart indy = 570 e iy, wobei

i : X =>E eine G-Elnbettung X —>E, E = reeller G-Modul ist;'
und j : P —> E die Inklusion des Ursprungs. ‘

B. HAIN und H. REITER: Die Axmme fiir den topolog1schen Index 5

Sei G e1ne kompakte Liegruppe undX die Kategorle der kompakten ;
dlfferenz:Lerbaren G-Mannigfaltigkeiten. 2u X € 36 sel e:Lne Index—

funktion

ind)é : KG(TX) —>R(G)

gegeben, die folgenden Axiomen genigt

: . _ X .
A1 : X = Punkt = 1ndG = ld.R(G)

A2 indg ist mit i, vertauschbar.

‘Dann folgt: ind)G{ = ixidt .

Die Axiome A 1, A 2 sind, falls nicht indy = O fiir alle X

dquivalent zu ' o : :

B 41: Fiir offene Einbettungen i : U —>»X, j : U —>X' ist das
folgende Diagramm kommutativ: ) .

/ KG(TX) &

K (TU) | - ™ R(G)
_ =7
> Kg(TX") tnd

B2: Ist J : P —> R? die Inklusion des Ursprungs, so gilt
. RD ' " .
1ndo(n) al(’\) = 1

B 3: ind ist multiplikativ fir Faserprodukte.
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R. KIEHL: Pseudodifferentialoperatof‘en

Es wurde eine Klasse Pm von Pseudodlfferent1aloperatoren auf
‘einer C -Mannlgfaltlgkelt eingefihrt. Das sind gew1sse stetlge

lineare Abbildungen

£ : D(X,E) —> E(X,F)

des Raumes der Cé-Schnitte mit kompaktem Triger eines glatten
Biindels E in den Raum der C"-Schnitte eines glatten Biindels F.
Einen solchen Operator wird eine Bﬁndelébbildung o(f)

*E —> 7*F, das Symbol von f, zugeordnet. Dabei ist

‘m: T(X)-0 —> X die Projektion des Kotangentenbiindels T (X) auf X.

f heiBt elliptisch, wenn o(f) auBerbaldb des Nullschnitts 1somorph

ist. Fir kompaktes X und elliptisches f sind ker(f) und koker(f)
endlichdimensional. Der analytische Index wird(bei &quivarianter

Verallgemeinerung) als [ker f] [koker f£] € R(G) erklart und hingt

nur von der Klasse des Symbols K(TX) ab.

J. MENNICKE Der Lokahswrungssatz der dquivarianten K—Theorle

Sei G kompakt abelsch und Yy € G; sei XY die lepunktmenge von Y.

Zu Y gehort das Primideal
p = {r € R(&) | r(y) = o} < R(G).

Die Elnbettung i Xy —> X 1ndu21ert elnen R(G) Homomorphlsmus

i* : Ko(X) —> KE(XY) .
Man betrachtét den lokallslerten Hbmomorphismus
i* : KX(X)_ —> KX(X'
1P G( >P G(X )P

Satz: i; ist isomorph.

8. W. Fischer

Folgender Satz wurde gezeigt:

Sei G kompakt, topologlsch zyklisch mit Erzeugendem g, und sei N
das Normalenbiindel der Inklusion i: X& —>X. Sei E ein ellip-
tischer Komplex iiber X mit G Aktion, und u € KG(TX) die Symbol-

klasse von E. Dann ist

(e,®) = Cind} ® 1) { & fgﬁ)a 16

Dabei ist L(g,E) die Lefschetzzahl.
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K. LEGRADY: Anwendungen des LEFSCHETZschen Fixpunktsaties

Folgende Anwendungen der Fixpunktformel wurden besprochen:
(i) Hat g € G nur endlich viele Fixpunkte, so gilt:
k
£(-1¥s EX
£(-1)*spur (gl o)
det(I-g|T))

Il(g,E> = z
: p € x8

(ii) Sei X eine kompakte. komplexe Mannigfaltigkeit, V ein holo--
morphes Vektorbilindel und G eine endliche Automorphismengnuppe
des Paares (X,V). Der zugehdrige Dolbeaultkomplex .
A°(X;V) = T(X, 0% (V) ist elliptisch, und fiir g € G ist

L(g,A° (V) = Z(-D¥ sp (g|E* ;).

F. LORENZ: CHERNsche Klassen und die kohomologische Formulierung

des Indexsatzes ' o o o

Es wurde iiber charakterlstlsche Klassen K(-) -@H**( 1 Q) be—
richtet und der Cherncharakter ch definiert. ' '

. Durch Verglelch des Thomisomorphismus in K—Theorle und Kohomologle :
-wurde folgende Formel abgeleitet: ‘

ind, (u) = (-1)%{ch(u) J(X)E[TX],

‘X ist kompakte differenzierbare Mannlgfaltlgkelt der Dlmensn.on n, ,'

J(X) := J(TX L €C) die Todd.klasse.

K. KIYEK: Die kohomologische Formulierung der Fixpunktformel

Es wurde, ausgehend von der Gleichheit von topologischem und ana—
lytischem Index, die kohomologische Formulierung der Tndexformel

"in eine Formulierung der Lefschetz-Formel. iibersetzt, in der Chern-

.Klassen des Normal enbiindels auftreten.

M. KNEBUSCH: Die Signatur

Sei X eine kompakte reelle ¢”-Mannigfaltigkeit der Dimension 2 1,
die orientiert ist. Wir betrachtén einen elliptischen Operator

D* : A (TX @ C) —>A_(TX ® c),
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der aus d + o durch Einschrinkung auf die Eigenriume h, (TX & C
elLnen kanonischen Involution ¢+ auf A(TX ¢ C) ehtsteht. Man veri-

fiziert mit Hodge-Theorie: in,d,:_lD+ = 0 fur ungerades li und

inda = Sign(X) fir gerades L. ) ' . |
Andererseits findet man: ind‘tD+ = L-Geschlecht von X. Eine &qui-

“variante Version wurde mitgeteilt.

T tom DIIECK: _I_nvarianten- freiei' Aktionen

Ausgehend von einer Erliuterung des G—Signétur Satzes wird die
Invariante_o(g,X),'fﬁr G-lannigfaltigkeiten X und g € G ohne
Fixpunkte auf X, eingefiihrt. Beweis der Analytizitat dieser

Funktion nach Atiyah-Singer. Anwendung auf freie Invdlutionen " '.
auf Spharen. - ‘ '

" W.D.GEYER: Der Satz von RIEMANN-ROCTH

Die Eulercharakﬁeristik’eines analytischen Vektorbiindels V auf
. einer kompakten kompleien Mannigfaltigkeit X ist der analytjoche‘
. Index eines elliptiéchen Komplexes, des Dolbeault-Komplexes, debsen
; 'bymbol gerade das Bild von V unter dem Thom-Isomorphismus 15». '
' Nach Atiyah-Singer 1&8t sich der analytische Index topologlqcn,
| berechnen; die kohomologische Formullerung erglbt lezebruchs
Rlemann Roch—Formel L ' S L - "'

x(X,V) = {en(v) - ~CXM[X]

Spez1allslerung auf kleine Dimension. Analoge Aussage fur

- G- Operatlonen mlt Anwendungen.

W.END: Vektorfelder auf Mannigfaitigkeit;en .

"'Mit Hilfe des Index eines Operators kann man folgende Satze Beé

welsen:
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\i) Gibt es auf einer kompakten, orientierten Mannigfaitigkeit
X ein Vektorfeld ohne Nullstellen so ist X(X) =
(ii) Gibt es auf einer kompakten orlentlerten Mannlgfaltlgkelt

. 49’ ein 2 dimensionales orientiertes Feld. von Ta.ngenten—
ebenen, so ist x(X) = 0 mod .2 und x(X) Sign(X) mod 4.

(ij.i) Gibt es auf einer kompakten orlentlerten Mannlgfaltlgkelt
| x4 r unabhéngige Tangentenebenen V,],...,V mit dim vV, =1
‘'mod 4, dann ist Slgn(X) durch 2ar ’cellbar, wobe1 ar gegeben o
.1st durch - S A

orsale|s|als]|e '7 |s = 16 .
. ar 1 | 4| 4|8|l8|s]|s  re8 -

Th Brocker (Heidelberg)
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