
MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u n g s b'a r ich t

•

Arbeitsgemeinschaft über den Indexsatz

von Atiyah - Singer

12.4. bis 18.4~1970

Die Arbeitsgemeinschaft wird auch die He'rbsttagung

(Leitung: F. Hirzebruqh, Bann) der Indexformel von Atiyah-.
Singer widmen. Im Herbst wird der Beweis und die zugehörige

Analysis. behandelt.

Diese Tagung wurde von G. Harder (Bann) geleitet. Hier
wurde zun~chst der Indexsatz formuliert •.

Dabei wurde für die topologische Seite ein Uberblick über .'

die K~Theorie und KG-Theorie (gquivalente K-Theorie) ge­

geben, w~b€i der Periodizit~tssatz von Bott mit äquivariante~

Vera.llgemeinerung (If.trivialer" Fall des Thomisomorphi~mus)

ohne B~wei8 benu.t.zt wurde, Ebeinso wurde fUr die analytische·

Seite 'die Theorie' der Pseudodifferent.ialoperatoren (insbe-.', .

sondere der elliptischen Operatoren) im Uberblick vorgetragen,

soweit es zur Formulierung des Indexsätzes 'not~endig w~~.

'Im zweiten Teil be8ch~ftigte'sich die:Arb~itsgemeinschaftmit'
der Interpretation und den Anwendungen des Indexsatzes.
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u. REHMANN: Äquivariante K-Theorie . ,
.. , ,

ZUsammenstellung elementarer Definitionen und Sätze aus der.top4 .
.1ogischen K-Theorie nach.

(.i) Atiyah: K-Theory (Benjamin, 1967).

(ii) ~,Singer: The index of elliptic operators I

(iii) Segal, Equivariant K-;-Theory (Publ. Math. IHES 34).

u. STUHLER: Der Thoql-Isomorphismus in de,r äquivariant~n K--Theorie

Es wurde ein Beweis der Thom-Isomorphie unter Voraussetzung des
Bottschen Periodizitätssatzes nach der Arbeit von Segal (1, iii)
gegeben.
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X :
indG : KG(TX) ~ R(G)

gegeben, die folgenden Axiomen genügt

"A 1 X = Punkt ~ ind~ = idR(G)

A 2 ind~ ist mit i 1 vertauschbar.

"e

. e

- 3

'G. TAl\Il\IE: Der topologische Index

Sei G eine kompakte Liegruppe und X eine kompakte differenzierbare

G-Mannigfaltigkeit. Dann wird der topologische Index als R(G)- "

Modulhomomorphismus

ind
t

: KG(TX) ~ R(G)_,

erklärt. Dabei ist TX das. Tangentialbündel.von X und R(G) der

Darstellungsring von G.
" .

Jeder G-Einbettung i : X,~Y ordnet man einen R(G)-Homomorphismus

i! : KG(TX) ~"KG(TY) zu und erklärt indt = Jl10 i 1 ' wobei

i : X'~ E eine G-Einbe~tung X~ E, E = reeller G-Modul, ist,

und j' : P ~ E die Inklusion des. Ursprungs.

B ..HAIN und H. REITER: Die Axio"me für den topolo.gischen.lndex "

Sei G ein~ kompakte Liegruppe und -* die Kategorie der kompakten"
differen~ierbarenG-Mannigfaltigkeiten. Zu'X E )( sei' eine Index-

funktion

Dann folgt: indX = indt •" G

Die Axiome A 1, A 2 sind, falls nicht ind~ = 0 für alle X, ,"'

äquivalent zu
B 1: Für offene Einbettungen i : U ~.X, j U ---.,... X' ist das

folgende Diagramm "kommutativ:

B 2: Ist j P --;. Rn die Inklusion des Ursprungs, 60 gilt

Rn
j 1(1) 1indO(n) =

B 3: ind ist multiplikativ für Faserprodukte.
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R. KIEHL: PseudodiffeI'entialoperatoren

Es wurde eine Klasse pIIl von Pseudodifferentialoperatoren auf
~ 0

'einer C -Mannigfaltigkeit eingeführt. Das sind gewis~e stetige

lineare Abbildungen

f : D(X,E) ~ c(X,F)
co ,

des Raumes der C .-Schnitte mit kompaktem Träger eines glatten
. co -

Bündels E in den Raum der C -Schnitte eines glatten Bündels F.

Einen solchen Operator wird eine Bü~delabbildunga(f) :

n*E ~n*F, das Symbol von f, zugeordnet. Dabei ist

,TI: T(X)-O ~ X die Projektion des Kotangentenbündels T(X) auf X.

f heißt elliptisch, wenn oef) außerhalb des Nul.lschnitts isomorph

i.st. Für kompaktes X 'und elliptisches f sind ker.(f) und koker(f)

endlichdime'nsional. Der analytische Ind'ex wird.(bei äquivarianter e
Verallgemeinerung) als [ker f]-[koker f] E R(G) erklärt, Und hängt .
nur von 'der Klasse des Symb'ols K(TX) ab.

J. MENNICKE: Der Lokalisierungssatz der äquivarianten K~.Theorie

Sei Gkompakt abelsch und y E G; sei XY die Fixpunktmengevon y.
Zu y gehört das Primideal

p = Ir E R(G) I r(y) = oie R(G).

Die Einbettung i : XY~X induziert einen R(G)-Homomorphismus

i* : KG(X) ~ KG(XY)

Man betrachtet den lokalisierten Homomorphismus

i* : K* (X) ~ K* (XY)
p G P G P

Satz: i* ist isomorph.
p

8. W. Fischer

Folgender Satz wurde gezeigt:
Sei G kompakt, topologisch zyklisch mit Erzeugendem g, und sei N

das Normalenbündel der Inklusion i: Xg
~ x. Sei E e1n ellip-.

tischer Komplex über X mit G Aktion, und u E KG(TX) die S;ymbol­

klasse von E. Dann ist

,'L(g,E) = (ind~g ~ 1~) { t:~fN)~c) (g) }.

Dabei ist L(g,E) di.e Lefschetzzahl.

•
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',. K. LEGRADY: Anwendungen des LEFSCHETZ.schen Fixpunktsatzes

Folgende Anwendungen der Fixpunktformel wurden besprochen:

(i) Hat g E G nur endlich viele Fixpunkte, so gilt:

•L(g,E) = I ~S~j)~sp~(gl~)
p E xg det(I-gl T

p
)

(ii) Sei X eine kompakte. komplexe Mannigfaltigkeit, V ein holo- .
m~rphes Vektorbündel und G eine endliche Automorphismengruppe
des Paares (X,V). Der zugehörige Dolbeaultkomplex
A- (X;V) = r (X,Oo I • (V) ist elliptisch, und für g E G ist

L(g,A-(V)) = E(~1)k Sp (gIHk(X;~))ee·
F. LORENZ: CHERNsche Klassen und die kohomologische Formulierung

des Indexsatzes

•

Es wurde über charakteristische Klassen K(-) ~- H** (-;G) be-'
richtet und der 'Cherncharakter eh definiert.

Durch Vergleich des Thomisomorphismus in K-Theorie und Kohomologi.e "
-wurde folgende Formel,abgeieitet:

indt(u) = (-1)n{ch(u) S-(X)l[TX],

. X ist kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimensionn,
~(X) := T(TX ~ C) die Toddklasse •

K. KIYEK: Die kohomologische Formulierung der Fixpun'ktformel

Es wurde, a.usgehend von der Gleicbhe"it von topologischem und ana­

lytischem' Index, die 'kohomologische Formulierung der Indexf'ormel
. in eine Formulierung der Lefschetz-Formel.übersetzt, in der·Chern~

. .

.Klassen des Normalenbündels auftreten.

M. KNEBUSCH: Die Signatur

Sei X eine kompakte reelle C~-Mannigfaltigkeitder Dimension ~ 1,

die orientiert ist. Wir betrachten einen ellipti~chen Operator

D+ : A (TX ~ c) ---::;. A (TX @ C),
+
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ei:n,eJ.' Jrü.o():n.iscll.en In.volutioll l a.uJ~ (\ (TX E:, C) e'n.t;ste.l1.t .. Ma.Tl Verl.­

fizier·t .mit lIo(1~e-~rl180rie: in.d, D+ ~ 0 .fiir U."(lf~erad.es i', und
::1

in<:}'. ~ Si.F;n.(:X) ~ril:r" g;eI':':ld.t:!ü J~.. cl -,
Andererseits .'findet man: indtD+ = L-Geschlecht von X. Eine ägui-..

. varia,n.te Version wurde mitgeteilt.

,rr. tO.D.l JJJJnCI(: Invariantel1' freier AJ.{tio11C11

AU.sgellend v~n einer .Erläuterung des G-Signatur Satzes wird d.ie

Invaria.nte.a.(g,X),· .für G-r'Iannigfaltig}~eiten'X·u.nd. g E Gobne'

Fixpunkt·e auf X,' eingeführt. Beweis der Ar~a.1JTi;izität dieser

Funktion 'nach Atiyah-Si~ger. Anwendung auf fre~e Involution.en

auf Spb.ären.·

w. ]). Gl"S'YT!-;ll: ·DeI"' Satz ,'on. RIEIVIA.NN-ROCI-I

Die Eulercha,rakteristik eines analytischen Vekt;orbündels. V auf'

~iner kom.pakten komplexen I1annigfaltigl\:eit X i.st ,der analytj_scl1e

Inclex eirl~s elliptischen Komplexes, des Dolbeaul.t-Komplexes, (lesseri

Symbol .gerade das Bild von V,~nter 4em Thom~Isomorphis~us·ist•. ·

Nach Atiyah-Singer läßt sich der analytische· Index topologisch. .

berechnen; die kohomolog~sche FormulierlL~g ergi1?t Hirzebruchs

Riemann-Roch-Formel

x(X,V) = {ch(V) J(X).l [X] •. ••••
Spezialisierung auf kleine Dimension. Analoge ,Aussage für

G~Operationen mit Anwendungen.

\v. IG~Nl): Vel(tol:felder a.uf Mallnigfaltigkeiten

..

. Mi·t Hilfe des Index eines Operators kann man folgend.e Sä:tze be-

weise.n:
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(ii)
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\i) Gibt es a~f'einer kompakten, orientierten Mannigfaltigkeit
X ein Vektorfeld .ohne Nullstellen, so ist x(X) = o.

Gibt es auf einer kompakten orie~tierten Mannigfaltigke~t

X4q. ein 2 dimensionale~ orientiertes Feld ,von Tangenten- ' '

ebenen, so ist X(X) :: ß" mod'"~ und X(X) == Sign(X) mqd 4~ ,.

(iii) Gibt es auf einer kompakten-orientierten Mannigfaltigkeit'

x4'l r unabhärigige _. Tangent~nebenen V1 ,~.* .,Vr init-- diin .vi ~ 1-
, - mod .4 ,.dann 'ist Sigi;l(X) durch' 2ar t~ilba.r,. wobei a.r gege1?en '.'

ist' durch _. t· ,.

e,

•

r •. :·.1"j2·'· 4 5"16

" ~: .1 ~.1'2 .,4 .. 4 8 I 8
.,

..

718'
81·'"8

. . . ,,~ ~

" .

- '; ~+8 D,·16·ar-
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