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Ausgewdhlte Probleme der Variationsrechnung

21.6. - 26.6.1970

Die diesjdhrige Tagung iber Variationsreéhnung stand unter
der Leitung von E.Heinz (Gottingen), S.Hildebrandt (Mainz)
und--W.Jdger (GOttingen). Sie kniipft an eine Tagung mit
gleicher Thematik vom Sommer 1968 an, auf .der vornehmlich
iiber &dltere Arbeiten, und lber neue Ergebnisse, z.B. Regu-
laritdt am Rande, referiert wurde. Einige der damals noch
offenen Probleme wurden inzwischen geldst. Wdhrend der =

diesjdhrigen Tagung wurden ﬁolgende Themenkreise behandelt:

I Variationsprobleme mit Ungleichungen als Neben-
bedingungen - ‘ A

IT Flidchen vorgegebener mittlerer Kriimmung mit freien
Rdndern ' o

III Existenz und Eindeutigkeit fiir das Plateausche Problem
bei Fldchen vorgegebener mittlerer Krimmung

Iv Regularitdtssatze A

Die Vortrdge wurden auf Vormitﬁag und Abend beschrdnkt, um

am Nachmittag Gelegenhgit zur persﬁnlichen Kontaktaufnahme

Oberwaotfach
E20/(y17 49

zu geben.

Tei;nehme;:

H.W.Alt, G&ttingen.
R.BS6hme, Gottingen .
H.F.B&ttger, Mainz
R.Courant, New York-

J.Frehse, Frankfurt -

C.Gerhardt,)Mainz
E.Giusti, Pisa

G.Goldhorn, Mainz
F.P.Harth, Mainz

- Haverkamp, Minster
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E.HOlder, Mainz
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Vortrcasauszige:

MARIO MIRANDA .'"!inimal surfaces with ob taclas

The following Theorem has been illustrated:

"For ¢ R" open, Lc R" with 'aLn’).é ct , EcR"

meosurable and E , L nJdl and: m._o.;l minimal with .
respect to the condition E 3 LaJd)L ; Then there exists

an open set .ﬁ.éc_ﬂ_ , 2,5 dLall such %act

deafec e

ENRICO GIUSTI : 4inimcl surfaces with thin obstructions

Let L be a uniformly convex set in IR" and let
¢ 9L —> R and \}r:.ﬁ:——-—) R be two upper semicon-
tinvous (u.s.c.) functions such that \g*(x).é'cg(x)
V xe 9L . o

Fpr u.s.c. functions u(x) we define the "arec"-functional:

Q.(v) = inf i lim inf gjl + [Dukl

n — o® jj

UkQLlp(.ﬂ.) , Ukéru }

,(ukd} u means i) ukéﬁk + 1 and ii) Uy —_— point-:. ' .
wise). Let S:{ : 7L —>R/ v is u.s.c. i u =g on A

oSl Uy . Then: -

.Theorem'] : There exists ueS such that Q(uv) & a_(v) | .

Vwves.. If ¢ely(3R) , then (W)L + oo . |

' Supoose now, that AL intersects the hyperplane xn=‘0 ,

and let f(X) = f(x peee, X ;1) be a Cz;function such
that f(X) ¢ 0 if (%X, O)é Dﬂ— . The function

_',f\( \ LR if x = 0
X =

| T~-o if x £0
: B A _
is U.s.c. in QL and f(x) 40 Vxe 3o .
We have the following ' '
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'Theorem 2 : Let e = 0 and \.y- f . Then the minimum’

problem in S hes a Lipschitz-continuous solutlon in L .

WOLF VON WAHL : Regularitdt der Losung einer Variations-

ungleichung I

Es wurde der erste Teil einer Arbeit von H.Lewy und
G.Stampacchia vorgetragen, in der folgendes. Theorem be-

wiesen wird: Sei NeR™ offen und beschrdnkt mit elnem

Rand yon der Klasse C2~. a; '— a; ;. 141 ,) seien
aus gi(ﬂ ), der Ope.rotqr _ E .bx 1) 3" )

'_. sel ‘éleiéhmdﬁig elliptisch. \V'Sel eine Funktion aus C] (ﬁ),
. - o die ouf 30 negctlv ist und- fur die L\‘r in LP(Q) ,
| p>|1@, llegt. Dann ex1st1ert genau ein U € Hz’p(li)

'den Ausdruck E (o , ' , Vx»’ ) unter der Nebenbe—
)

’ ding'uing_ - H' (.Q.) ; VIY o zum Minimum macht.

REINHOLD BUHME : Regularitdt der Losung einer Variations=
ungleichung II

. Es wurde der zweite Tell der ‘im vorlgen Vortrag gencnnten
Arbeit behandelt. Es sel .Q. ein konvexes Gebiet mit -
S glattem Rand im.: mZ , es sei - strikt konvex und C
@ - in AL; fur ein x e L sei w(x)>0, fur alle

2

x € afL sei \f'(x){O .

Es sei u die Losung des Variationsproblems

DLul = SIVU‘Z dx = min D[v] ,
KR : veV

C v {v e A@)ac(A) v $¥ § . Donn sind die
| ,Mengven‘ J :={ £/ u(x ) -_\f(x)i und
K := { X G.Q. / u(x)> \r(x)} zusommenhcngend Ist -
analytisch in x = (X'I'XZ) ¢ f1, so ist "3J als ana-

]

lytische Kurve darstellbar.
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F. TOMI : Zum Plateauschen Problem fur Fldchen, die- Uber .

einem Hindernis liegen

Es sei J cﬁl3 eine geschlossene Jordankurve endlicher

Ldnge und g eine reellwertige, auf ganz le. définier-

te Funktion. Es wird dann das Problem betrachtet, unter
allen Fldichen z : B— m? ( B = Einheitskreisscheibe
es ﬁlz ), welche B monoton auf J abbilden und '

deren Koordindtenfunktionen‘ z],zz,.z3 die Unglelchung

23 2 g(z ,22) erfullen, eine solche mit kleinstem
Dirlchletlntegral zu bestimmen. Das folgende Resultot

wird formuliert und sein Beweis ongeoeutet

Falls g ¢ C] ,und sup IVgI { © ', so existieren Fld-
chen z € C°(§7 mlt minimalem Dlrlchletlntegrol Fclls

g ECS gilt, so hct man z € C]+°((B)

Ein entsprechendes Problem fur Flcchen vorgeschrlebener' : .

" mittlerer Krimmung kann in onaloger Weise behandelt

‘werden.

E.HEINZ : Interior gradient estimates - for surfaces of .

'Q;escrlbed mean curvature

Let H = H(z) (z = x + iy) be a real valued fuﬁction '

" 'satisfying a Lipschitz-condition in the disk [z-_-zol £ R; | - .
i.e. .l H(z') - H(z”)‘ € M,lz’ flz"l . JA "A-(l) .

- Consider the differential equation

s {2\ _3_
.[_(f)'-_..é_.;(. (W) +.a—-y-(m)=2H. (2)

Then we have the following

4

- Theorem Let f = f(k,Y) be a solution of the equation
"_'(2) in the disk ]z-z | < R, where H satisfies (1)

Furthermore let

SS V] + [Vfl dx dy : 5 A;.

]z-z |< R+

Then we have an “estimate of the form -




" Then we have the following

[Ve(x v )| € OMMAR) ¢ 4o .

This theorem generalizes a result previously established

by Serrin (Proc.London Math.Soc.) in the case H = const. ;

ELHEINZ : Unstable surfaces of constont mean curvature

Let " be a closed rectificable Jordancurve and let
F(TI") denote the set of vector functions. ¥ = t’(w)

(w = u + iv) of class CZ(B):\CO(ﬁ) (8 :_{ fwi & 1} )
- having a finite Dirichlet 1ntegral and mopplng aB mono-

tonically onto 7 , such that {'C( ) l and
Zﬁ’l K

qg(e . ),='19 K (k = 0,1,2)., Let H be a real

fbcfametér and consider the set ‘X‘(r‘) of functions

K€ T(r') , which satisfy the differential equation
Aw

. 2 2
Xy ° Ry s ‘fuﬁfvz_o'

21{*(?‘) is the critical point set of the functional.
CE(g) = SS (g, + %%+ 4”(*5 2, va))dudv.'
. 5 , :

Introduce the metric

e -y | - ‘"‘g"' i',‘el(W) - #gy0) | on T(r)f

2 H (»neux A, ) and

- Theorem Suppose that [H | <€ % and that | satisfies
a chord arc condition. Assume further that 'f]» and 'fz

~are th surfaces in Qf#(fﬁ) each furnishing a strict

" relative minimum for E(#¢) . Then 7 also bounds an

Forschungsgemeinschaft

‘unstable surface x¥ e ) .

JOHANNES C.C. NITSCHE ': Das Ver hcluen von Minimalfléchen

mit freien Rdndern

Es sei eine Konfigurction vorgegeben, die aus einer
Fliche T wund einem Jordanbogen , welcher mit T nur -
seine Endpunkte gemeinsom hat, besteht. Der Vortrag |
beschdftigt sich mit dem Verhalten einer von dieser Kon-"

figuration (oder Kette {V',T>) berandeten Fliche = $




kleinsten Inhaltes, insbes. mit der Eigenschaft ihres -
Ortsvektors s (u,v) ‘auf dem "freien Rand" , mit dem S
> auf der 3erondungsflache T aufsitzt. Fur Ebenen, ana-
lytische Mcnnlgfaltlgkelten und "zuldssige" Flgchen der
Klasse C™ , m22 , lagen Resultate in der Literatur vor
(Courant, Ritter, Lewy, Hildebrandt, Jiger, Nitsche).
Nunmehr wird der Fall einer Berandungsfléche. betrachtet,
welche lediglich einer CA ( = chord arc)- Bedingung genugt.'
Schon dann ist der freie Rand eine Holder-stetige Kurve. - _
Im Falle einer Berandungsfliche der Klasse C]. 1dBt sich
jeder'Hﬁlder-Exponent B <1/2 erreichen. Wenn sich ™ -
in geeigneter helse von T abhebt, lassen sich ehtspre-
chend prédzise Aussagen iber das Verhalten von S in der:“

'~Nahe der Endpunkte von [ machen.

| CWILLI JKCER : Uber das chdvefhclten vbn H-Fldchen mit

freien Rdandern I

Sei B ein Gebiet des: zweidimensionalen, euklidischen

unmes' R2 und H : R3 —;—éR] eine CmQFunktipn (_m>,’|v).

© Es werden Abbildungen x : B —3> R° (H-Flachen) betrach- -
tet, die dem System J ' ' ' ‘
) Ax = 2 Hx GAXy 7

:xu. x,. =0, x| =%, ]

o .

- in B 'genugen, Uber einem Teil des Randes von B frei

" in einer zweidimensionalen Nonnlgfoltlgkelt S ¢ RS sind _f
‘und dem Funktional ‘ ' -

.E(x.). = g {lelz + Q(x) (XUA xv)} du dv

B mit 1/4 div Q = in elner‘Klasse von zulcssxgen Ver-

‘ glelchsfunktlonen ein absolutes Mlnlmum verleihen (E=Mini-

. malitdt). Unter geeigneten Voroussetzungen an. Q und S

" konnen dann Regularltatssctze gezeigt werden, welche die .
‘?Regulorltat der E-minimalen H-Flachen bis zum freien

ALTell des chdes sichern.
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S.HILDEBRANDT : Uber das Randverhalten von H-Fldchen mit

freien Rdndern iI

Fir die in Teil 1 dargestellten Regularitidtssdtze wurde
‘ eine Skizze des Beweises gegeben. Dieser besteht in fol-

" gendem: 1. Herleitung einer "Morreybedingung", d.h. einer
Wachstumsbedingung fiur des Dirichletintegral am freien:
Rand. 2. Aufstellung von L9p-Schranken fur die hoheren
Ableitungen mit Hilfe einer Differenzentechnik und gewis-
- sen Einbettungssdtzen. 3. Angabe scharfer Regularitﬁts-.

sdtze mittels der allgemeinen Regularitdtssdtze von

. Agmon-Douglas-Nirenberg und Morrey.

,_HELMUT KAUL : Eine isoperimetrische Ungleichung in Rie-

mannschen Vonnigfcltigkeiten

1;‘G 2- dlm., kompakte, zushgde, orlentlerte Rlemc“nsche

b'i:'Cz-Monnlgfalulgkelt mit zushgdem Rand aG A8, M voll-

. stdndige Riemannsche Co-<Mannigfaltigkeit, dim M >3 ,
f s G'——)_M Isometrie. Fiur ein poeaG gelte ‘

- £(6) ¢ M- c(f(p,)) ( C(q)C M der Schnittort von qe&M)-,
.- dann 1st das Radialfeld X : G —>TM durch , v :
':X(p) i= g (1) erklart ' LO 1] — M das geodctlsche

Segment von f(p ) nach f(p) A sei der Flc;henln-'fA

 halt von G, L die LcngeAvonl'aG ;e

B(p,) := S(X,’H> do
G ' _
' . wobei H ‘der Krummungsvektor von f . Dann gilt‘die'_'“:

_‘iSQperimetrische Ungleichung

- 4ar(A B(p,)) + P(p,,0) + P(p,, 86) > o ,

+  wobei die P -Glieder abgeéchatzt werden konnen:

| Forschungsgemeinschaft -

- .Fur beIS‘sei €(p) die Ldnge von 95 1

£(p) = €(p)-Ymex(0, 15"

(SchnlttkrUmmungen Ks. von M ldngs gé genommen)

. sinh r_(p) r (p) - 2
k(p) := hs e max( r ),r( ) )
(p) | - (p) ‘ _sin‘r+(p) _ ( r(p P




 Gilt r+(p) <7 fur alle peG, so

~Sei 7 eine rektlflzlerbore Jordonkurve in

l.le'élA 18( o -1)2

|P(p,6) | ¢ 4w Sk_(p) do

_ G
[P, 36) | & L { K(p)e(2+ 2"c(p> + K(p)) ds
96

KLAUS STEFFEN : Ein Existenzsatz fiur Fldchen konstanter

mittlerer Krimmung

Es erd ein Satz von H. Wente (J Math.Anal.Appl. 1969)'

verallgemelnert
E3 und

hp : B — E3 eine von N berandete Mlnlmolflcche,

- B ::-Einheitskrelsschelbe im Ez . Sei ¢>0 U'nd

1< & & inf { __(_Z / h eC°(B)nH (B) hcrmonlsch

r’
, %B ——»»r' monoton, D(h=h ) = 3 B
' 2 i
Ist H eine reelle Zahl mit lHI —_— und ,
| o D(hg,)

, SO existiert eine Fldche

(O('H )3 D(hrl) .
=h+¢ :B—3E der Klasse C%(B)nC(B) mit
, . o |

“Ax = 2H X AX, 1 X% =x2 und x «'x =0 o .

v U A V) \4

2

| auf B, x_?JBB — r’ monoton und D(h-hp) £ g7, |
D(q) & D(h) ¢ o D(hy) . Speziell existiert fur hinrei- .

CozTP

D(hp)

chend grosse S ein solches x , falls |H|2'<

4

wobei 0,52<c <0,53 .

- JENS FREHSE : Zur Beschrinktheit derALﬁsungen_nichfline-.

arer elliptischer Randwertprobleme hsherer Ordnung

Forschungsgemeinschaft

Betrachtet wird die allgemeine, nichtlineare partielle

~Dxfferentlolgle1chung 2m -ter Ordnung in Dlvergenzform..

Es w1rd angenommen, daf dle Ublichen WQchstums- und

o®




Koerzivitdtsbedingungen erfullt sind, aus denen man

- geldufigerweise schlieBt, daB die Losung v im Sobolev-
schen Funktionenraum W™ P(Q) , L ¢ R", liegt.
Es folgt dann, daB die Losung u beschrankt ist, sofern
mp = n ist. Im Fall mp4{n ist dos Resultat i.a. nicht
richtig, wie eine Verallgemeinerung eines Gegenbelsplels
von de Giorgi =zeigt. Fur den Beweis des gencnnten Re-
sultats Uber die Beschrinkheit wird eine Methode benutzt,
die die aus der Theorie der Gleichungen zweiter Ordnung
bekannte Abschneidetechnik vermeidet,‘welche bei .

Gleichungen hsherer Ordnung nicht anwendbar ist.

‘ - Zum SchluB der Tagung wurden Q.a. folgende Probleme - -
‘ -vorgetragen: |
1. Regularity of the touching set in highér dimensions
2. L)L open bounded, o0 Lipschitz, f : R — R,
04&f good , AD>O, ' ‘

:{g/g:f oﬁﬂn-ﬂ,gédx=x,g)0}.

: Q2
.‘vThen 1nf SR]+ lVg\ oé;g - f l dHo E

has a weak solutlon € L () with Vg _measurable.
Regularity of g on ..Q. 2 g=f on 907 |

- 3. Free boundary value problems with obstacles

-4, Prove the Lewy-Stampacchia result for general boun-

‘dary data.

5. Investigate the branch points of surfaces of constant
‘(bounded) mean curvature near the trace.

6. Improve the regulcrlty results to C]+<*

7. Estimate the length of the trace in terms of the data.

8. Systems of minimal surfaces

H.W.Alt (Gsttingen)
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