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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u n g 5 b e r ich t 21/1970

Ausgewählte Probleme der Variationsrechnung'

21.6. - 26.6.1970

Die diesjährige Tagung über variationsre~hnung stand unter

der Leitung von E.Heinz (Göttingen) , S.Hildebrandt (Mainz)

und·· W. Jäger (Göttingen) . Sie knüp~t an eine Tagung rni t

gleicher Thematik vom Sommer 1968 an, auf.der vornehmlich

über ältere Arbeiten, und über neue Ergebnisse, z.B. Regu-

tt larität am Rande, referiert wurde. Ein~ge der damals noch

offenen Probleme wurden inzwischen gelöst. Während der,'

diesjährigen Tagung wurden folgende Themenkreise behandelt:

I Variatio.n'sproblente mit Ungleichungen als Neben­

bedingungen

II Flächen vorgegebener mittlerer Krümmung mit freien

Rändern

•

IIr Existenz und Eindeu~igkeit für das Plateausche Problem

bei Flächen vorgegebener mittle~er Krümmung

IV Regularitätssätze

Die Vorträge wurden auf Vormittag und Abend beschränktl. um

am Nachmittag Gelegenheit zur persönlichen Kontaktaufnahme

zu geben .
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ENRICO GIUSTI : t'1inimal surfaces wi'th thin obstructions

..

..

•

x = 0n
if

Minimal surfaces with ob~tocl~s

• Then:

t'll\R 10 t·1 IRt\ r~DA

Vortrogsauszüge:

The following Theorem has been"illustrated:

11 F0 r 11 eRn 0 pe n , L eRn wi t h d L n .n.. E C1, E eRn

measurable end E"', L " ..ll. and, <:iE" .•fl.· minimal with .

respect to the condition E J L ,,,,..;1 ; Then there E~),ists

an open set ..!'l6'...l1. , ..{2.o:> ~L ".JL s·uch_.i::nc~!

~E " Cl 11CJ "·J..k Go •" 0

Theorem' 1 : There exis ts U GS such that 0_( u) !:QC v)·

Let 11. be 0 uni formly convex set in iR n end let

'f: dJl~ iR and 0/: ..0.. --~ rR be two upper semicon-

tinuous (u.soc.) functionssuch thot 1'(X)~'€?(~)

V x € r-dil.

For u.s.c. functions u(x) we define the "arec"-functlonol·

We have the following

end let f(x) = f(xl' ••• 'x "e:)n-:
,that f(x).6 0 i f (x, 0) 6 d.D-

'F( x) = f('X)
~- Qt;)

1\
. is u.s.c. in 1i and f(x) ~ 0

Q,(u) =. inf { lim inf SJi + IDu~12 •dx "
n~oe..1L. .

uk € Lip( .J.1..), uk j, u }

. (uk~ urneans i) uk:) uk + 1 ond ii) uk -.-; u ·point-

wfse). Let S = {u :1l ~iKI u ~s u.s.c. ;.: u = er on

..V v eS . • lf. <p t L1(J.o.) , then C.L(u) < + 00·

Suppose now, that ~1- intersects the hyperplane x = 0
n

2·
be a C -function such

• The functi.on
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l'heorem 2 : Let

problem in 5

ungleichung I

3 -

1\
f = 0 and' 'f ,= f • Then the minimum

has 0 Lipschitz-contiAuouS solution in Jl

Regularität der Lösung einer Variations-

Es wurde der er~te Teil e~ner Arbeit von H.Lewy und

G.St~mpacchia vorgetragen, 1n der folge~des. Theorem be­

wiesen wird: Sei Jlc ~ n. offen und beschränkt mit einem

Rand )ton der Klasse C2 • a.·.= a .. , l.~i,j~n seien.
1.) J~' .

aus C3( Ä ) , der Operator. I..: ~ - \ ,,0 (a .. ~ )
~ . '. ~ 0 x i 1. J '0 x J-

?~ .1, )

sei '~leichmößig elliptisch. 't':sei eine Funktion aus Cl (.0.),

die a~f oll. negativ ist und' für die L 't' ~n LP(_tl.)
. 2 .

p;> n~f~ liegt~ Dann' existiert genau ein u EH' P(..Q..) , .das
. 11: .

den':Jusdruck L. (aijv
Xj

, vx . ) unte.r der Nebenbe-

~,./ i, j . )

J dingung V.E °H] ( "')'..J.L ,v ~ 't' ' zum ~1inimum macht.

REI~JHOLD ßÖHfviE

ungleichung II
Regularit~t der Lösung elner Variations-

•
, .

Es wurde der zweite Teil der -im vorigen Vortrag genannten

Arbeit behandelt. Es seI 11. ein'· konvexes Gebiet mit·
.. '2 2

glattem Rand im':;- lR " es sei - 't' - strikt konvex und C

in :.0..; für el.n Xo c=...o.. sei 'Y(xo ) >0, für alle

x € a.n. s e 1. '1' ( x ) <. 0 •

Es sei u die ~ösung des Variationsproblems

D(uJ = SIVu 12 qx = m~n D[v]
..n.. v 6'V'

V :=. i v <: ~1.(1l).n CO( ii) , v ~ 't' ~ Donn sind die

Mengen J:= { x ,.a /u(x) =.'f(x) J und

K : = i x (:.Q. / u( x) > 't' (x) J ·zusammenhängend. 1s t iy.

analytisch in x = (xl' x2) 6 .li., so ist ~J als ana-

lytisch~ Kurve darstel~bor.
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F. TbMI : Zum Pla~eauschen Problem fUr Fl~chen, die- uber '

einem Hindernis liegen

Es sei J c IR 3 eine geschlossene Jordankurve endlicher

Ltinge und 9 eine reellwertige, auf ganz R 2 . definier­

te Funktion. Es wird dann das Problem betrachtet, u~ter

allen Flächen z : ( B = Einheitskreisscheib~

',2 '
, des IR ), welche aB monoton auf J abbilden und

1 2 3deren Koordinatenfunktionen z ,z ,z die Ungleichung

3" (. 1 2) - f··ll · "1' h ·t kl· tz. ~ 9 Z ,z er u en, e1ne so c 'e m1 e1ns em

Dirichletintegra1 zu bestimmen. Das .folgende Resultat

wird f6rmuli~rt und sein Beweis ang~deutet:

1
Folls g€- C und sup IVg I {OO' I so exis~ieren Flä-

chen Zo € c°(13) ;mi t minimalem Dirichletintegral. Falls

9 eC3 gilt, so hat man z E C1+"'(8).o

Ein entsprechendes Problem für Flä~hen' vorgeschr.iebener .

mittlerer KrUmmung kann in analoger Weise behandelt

werden.

E.HEINZ Interior gradient es~imates ·for surfaces'of'

prescribed mean curvature

Let H = H(z) (~='x + iy) be c'real 'valued function

satisfying a Lipschitz-condition in the disk fz~zol <. R~ .

. J.. e.1 H( z') - H(z" ) I ~ M Iz I z" I (1 )

.Consider the differential equ~tion

•
.... - () ( p )'
. . L( f) = ''CX ~ 1 2'

, l+p +q
(2) .

Tnen we have the following

Theorem Let f = f(x,y) be a solution of th~ equation

, (2) in the disk I z-zo I" R" where H satisfies (l).'

Furthermore let

'~ A.

"\

Then° \rJe have an'"estimate o'f the. form
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This theorem generolizes 0 result previously established

by Serrin (Proc.London Math.Soc.) in the cas~ H =const••

E.HEINZ : Unstable surfaces of constont mean curvature

Let· r be a closed rectificable Jordancurve end let

O( r)- denote the set of vector functi.ons. -t =~ (w)

- (w = U + iv) 0 f c las s C2
( ß) .1"1 CO( B) (.ß =11 w' ~ 1. 1)

having 0 finite Dirichlet .integral end mapping aB mono-

tonically onto r , such that _'Iot( w) 1 ~_ and
21Y i k

't (e 3 . - )= 4f) k (k = 0,1,2). Let. H' be 0 real

. parameter and consider the set. 't~cr)' of functions

which-satisfy the differenti.al equation

=

tJ,. 't. =

2
~u

2 H (~u X ~v) and

2
"ev' 'l'u ~v = 0 .'

_y1C(r) is the critical point set of'the functional·

- E( A() ~\
. 2

"ev
2 ·4H .

) du dv= ( ~u + + 3" ( 't, 'tu' t'v) •
B

Introduce the metric

Then we have the following

•••• Theorem Suppose that I H I < ~

on t(r)~

end that r satisfies

o chord are condition. Assume further that 't.. l end .~ 2

are two surfaces ~n 6~(r) each furnishing 0 strict
;-'relative minimum for E(tt ) . Then r also bounds on

,unstable surfoce 4 Go 't'Y/( r )
~ •

JOHANNES C.C. NITSCHE ': Das Verhalten von Minimalflöchen

mit freien R~ndern

Es .sei eine Konf iguration v,orgegeben, die aus einer

Fläche T und einem Jordanbogen , welcher' mit T nur-

.seine Endpunkte gemeinsam hat, besteht. Der Vortrag

beschäft'igt sich mit dem Verhalten einer von dieser Kon­

figuration (oder Kette <ra,T») berandeten Fläche _5
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kleinsten Inhaltes, insbes.- mit der Eigenschaft ,ihres

Ortsvektors ."e (u,v) 'auf dem IIfreien' Rand" , mit dem S,

auf der Berandungsfläche T aufsitzt. Für E.benen, ano­

l}/tische ~1annigfaltigkeiten und "zulässige" Flächen der'"

'l<lasse Cm , m~ 2 , lagen Resul tote in der Literatur. vor

(Courant, Ritter,. Le....y, Hildebrandt, Jäg~r, Nitsche).·

Nunmehr wird der Fall einer 8erandungsfläche:betrachtet~

.... elche lediglich einer CA ( = chord arc)- Bedingung genUgt.

Schon dann ist, der freie Rand eine' Höld~r-stetige Kurve •.

. Im Falle einer Serandungsfläche der Klasse cl. läßt sich·

jeder Hölder-Exponent ß <. 1/2 erreichen. Lvenn sich· t'

in geeignete~ Weise von T abhebt, lassen sich entspre-

chend präzise Aussagen' Uber das Verhalten von S ~n der e
'. Nähe de'r, Endpunkte von r mach.en•.

\·iILLI JÄGER Uber dos Rcndverhalten von H-Flöch~n mit

freien Rändern I

Sei 8 ein Gebiet ~es: zweidimensionalen, euklidischen .

Raumes R
2

und H : R3 ~ R
1

eine

•. Es ....erden Abbildunge!l x 'S ~ R
3

tet, die dem System

Cm_F unktion (m ~ 1 ) •..

(H-Fl~chen) betrach~

. x u • xv: =0 , IX u I =I Xv I
in ~. genUg~n/ Uber einem Teil de~ Randes von 8 frei

in einer z ....eidimen~ionai~n Mannigfaltigkeit S C R3 sihd

"und dem Funktional

E(x). = ~ [1\lxI 2
+ Q(x) (x u " xv) 1du dv

B.

mit i/4 div Q = H in e~ner Klasse von ~ulössigen Ver­
gleichs funktionen ein Qbsolutes Minimum verleihen' (E-Mini­

" . malität).· Unter geeigneten Voraussetzungen an. Q und S .

': kännendann Regularitätssätze gezeigt ....erden,welche die '.

··Regulorit~t d~r E-minimalen H~Fl~chen bis zum freien

:' Tei~ des Randes s.ichern.

= 2 H x AX
U v

,

•
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S.HILDEßRANDT : Über das Randverhalten von H-Flächen mit

freien Rändern II

FUr die in Teil I dargestellten Regularit~tsstitzewurde

eine Skizze des deweises gegeben. Dieser besteht in fol­

gendem: 1. Herleitung einer 1It1orreybedingung", d.h. einer

Wachstumsbedingung für das Dirichletintegrol am freien"

Rand. 2. Aufstellung von L2-Schranken fUr die höheren

Ableitungen mit Hilfe einer Differenzentechnik und gewis­

sen' Einbettungssätzen. 3. Angabe scharfer Regularitäts­

sätze mittels der' allgemeinen Regularitä~ssätze von

.' Agmon-Douglas-Nirenberg und ~1orrey.

HELt·1LJT KAUL Eine is·operimetrische Ungleichung in Rie­

mannscheri Mannigfaltigkeiten

.: G . ·2-dim., kompakte, zushgde, orientierte Riernannsche

C 2-t1annigfaltigkei t mit zushgdem Rand oG j ~, M. voll­

ständige ~iemannsche C3~Mannigfaltigkeit, dim M. ~ 3 ,

f : G~ ~1 Isometrie • .Für ein Po €.- aG gelte

f(G) C M - C(f(po») ( C(q)C H der Schnittort von qE;M),

dann, ist das Radial feld X.. G --)- TM durch
. .

";:X(p) := 9'(1) erkl'ärt, '9 [O,lJ ~ M edas geodätische
. ,P .' , ," -. p. . .

Segment von· f( p )' nach f(p).,. A sei der Flächenin~
·0

'halt von G' I L die Länge, von, dG ,

) <X;H > do . ,

G

wobei .H der KrUmmungsvektor von f Dann gilt die

.is9peri~etrische Ung~eichung

L2 _ 4'if(A + B(p » + pep ,G) + pcp , ()G) ~ 0
. o. 0 o.

wobei die P -Glieder obge~chtitzt w~rden können:

:FUr pe·G se~ e(p) die 'Löhge von gp'

r+( p) . - e(p) •~ m~",x( 0, :!: K 0" )~

(Schni tt"krUmmungen K6' von M längs gp "genommen),

sinh rJp) r+(p)' 2 2
k( p) := ---- • ." max( r+(p) , r_(p) " ) •

r -< p) . sinr+( p) ..
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Gilt r+(p) ~ '\'1' für alle P G G , so

)
..

1p(p~, G) \ ~ 4~ k( p) da

G

\ p( Po' -0 G) \ ~ ) 2'1" t ( k"( p) ).L k(p).(2+ 1! ' p) + ds

O' G

KLAUS STEFFEN : Ein Existenzsatz fUr Fltichen konstanter
mittlerer KrUmmung

'Es wird ein Satz von H.\"ent~ (J.Math.Anal •.Appl •. 1969)' .'

~erallgemelnert.: .

Sei reine rektifizierbare Jordankurve in E3 und

•

\

•

mit

. und

2x
u·

der Klasse'

, so existiert eine Fläche

2= x -und x. 'x -.0. v u v

x: 'dB ---). r' monoton und O( h-hp ) 6. ~ 2B~ .
. ,

hrr :. B -- E3 eine von· r berandete 11inimalflöche,

B :=. Einheitskreisscheibe J.m E2.~· Sei ~ > 0 und

1 < J.. ~ inf \.Qibl / h G cOCa) (\ H'1 (B) harmonisch,
l O( hrt) 2

h : 7)B'~ r monoton, O(h-h{'Y) = ~

Ist H eine reelle Zahl mit IHI2~ ~.
.. d.. D( hp )

'auf

I.H 12{ 18( d. -1 )2

(<<+1)3 0(. hr )

x = h + " '8" --) E
3

. ß.x = 2 H x A X ,
U v

O( ~) ~ O(h)' (~ O(hr ) . Spezieli existiert für hinrei- .
c 2,)--,

chend grosse S ei!1 solches x'; falls IH12 < 0 "

. . 0(\,)
wo'bei O,52<c o <O,53.

JENS FREHSE : Zur Beschränktheit der. Lösungen nichtline­

arer elliptischer Randwertprobleme höherer Ordnung .

Betrachtet wird die allgemeine I nichtline.are partie.lle.

Differentialgleichung 2m -ter .Ordnungln Dtvergenzform•.

E~ w~rd 'angenommen, daß ~ie. üblichen yJachstu~s'- und
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I<oerzivitätsbedingungen erfüllt sind, aus denen man

geläufigerweise schließt, daß die Lösung u ~m Sobolev­

sehen Funktionenraum hIrn, P(..fl.) I -...n. <. lRn " .liegt.

Es folgt dann, daß die Lösung u beschränkt ist, sofern

mp ;;;; n ist. Im Fall mp<. n ist das Resultat i.c. nicht

richtig, wie eine Verallgemeinerung eines Gegenbeispiels
. .

von de Giorgi zeigt. Für den Beweis des genannten Re-

sultats über die Beschränkh~it wird eine Methode benutzt,

äie die aus der Theorie der Gleichungen zweiter Ordnung

bekannte Abschneidetechnik vermeidet,'welc~~ bei

Gleichungen höherer Ordnung nicht anwendbar ist.

Zum Schluß .der Tagung wurden- u.o •.folgende Probleme

. vorgetragen:

1 •. Regula~ity of the touchirig set in higher dimensions

2 • ...Q. open bounded, Ö'SL Lipschitz, f: lR,n ~ ~ ,

o«f good I A. >0 ,

3. Free boundary value problems with obstacles

.4. Prove the Lewy-Stampacchia resul t for general. bOl!-n­

_dary date.

9 ~o 1·9 dx = ~

\ d Hn_1 .!
with \J 9 measurable-.

on dll ?

Then

G := f.9 / 9 = f on lRn -11- , ~
.ll..

inf ( ~l+ \V9\2' + · .\19 - f
G ~l ron.

hasa weak solution 9 E L
1(.ur

Regularity of 9 on 1l? 9 = f

••
5. Investigate the branch points qf surfaces of constant

'(bounded) mean curvature neer the trace.

6. Improve the regulari ty resul ts to . C1:'+,0(, •

7. Estimate the length of the trace in terms of the date.

8. Systems of- minimal sur'faces

H.W.Alt (Göttingen)
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