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HATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagungsbericht 6/1971

Mathematische Modelle in der Biologie.

7.2, bis 13.2.1971

Diese Tagung wurde geleitet von W. Biihler, Heidelberg
und J. Gani, Sheffield. Insgesamt nahmen 28 Hefren
~an der Tavﬁng teil. Einige weitere ahgemeldete Teil- -
'nehmer muBten leider kurzfristig absaven.'Dle 17 Vor--
trige befaBten sich einerseits allgemeln mit der Auf-
‘ : , ‘stellung und Analyse. ma.thematlscher Modelle.und mit
'  Kriterien'bei der Beurteiiung von Mbdellen und def
"VWahl zw1schen verschiedenen Modellen fur dasselbe
Problem - diese Dinge nahmen auch in den Dlsku331onen:
einen breiteren Raum ein - ) andererselts untersuch-
ten die-meiSten'Vortrége spezielle Modelle fir biolo- .
' gische Vorginge. InstSoﬂdere<wurden Modelle aus der
a Epidemiologie, Uber. das Verhalten von Zellen und'Zell—. o
.ponulatlonen, iilber die- Funktlon des. Auges und aus dem -
. Gebiet der mathematischen Genetik zur Diskussion ge-
f stellt. Der Vielfalt an betrachteten biologischen
} Problemén entsprach eine Vielfaltbin'den angewendefen
' ‘. }f_ ' Methoden, rein ﬁathematischgvund liberwiegend experi-
‘mentell fundierte Untersuchungen, deterministische Mo-
~delle und stochsastische, mathematische'Analysén und Si- -
‘ mullerung auf dem Computer. Das Zlel einiger Modelle
. war eine quantltatlve Beschrelbung von Daten (und
‘quantitative Vorhersage des Ausgangs kiinftiger &dhn- -
;'licher Experimente) ; andere Modelle fiihrten zu quali-
- tativen Aussagen wie die Existenz von genetischen
Gleichgewichten oder einer'wellenfﬁrmigen raumlichen
Ausbreltung von Epidemien. | ‘ ’ ,
Der Erfolg der Tagung kann wohl am besten aus zwei
' Dingen ersehen werden. (1) Die Diskussionen wurden sehr
lebhaft gefiihrt. (2) Viele Teilnehmér nannten mnach der
Tagung den-Gedankenaustausch_nlcht»nur mit den anderen.
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11nehmern auf 1hrcm spezlellen‘T01lﬂeb1et ‘sondern "efade, <
auch nlt den Vertretern ‘einér etWas anderen Rlchtung,'als |
iur sie sehr fruchtbar und verlleBen Oberwolfach mit dem
Wunscn, e1nma1 w1eder zu einer ahnllchen Taoun dorthln‘
uuruch zu kommen. _ o S B '.' _

| Daneben wurde alleralnws auch ein Bedurfnls erkennbar,‘
’1nmal nur dle Vertreter ‘eines engeren Tellveblets zusammen-.
¢uru;en. Neben den Gebleten, d1e auf’ dieser Taﬂung elnen .
brelteren Raum einnahmen, kimen hier etwa die dort. kaum":
alskutlerten blOlOdlschen Anwendungen der Theorle der Ver—:A

zwelﬂungsprozesse oder blokybernetlsche Modelle 1n Frage..14

Teilnehmer
N.T.J.Bailey, Genf . R.O.Linn, Karlsruhe
J.Bammert, Freiburg | R.J.Lorenz, Tiibingen
J.Berger, Mainz D.Ludwig, New York
R.Bjerknés, Oslo o L.Martin, Briissel
W.Blihler, Heidelberg K.Miescke, Heidelbery
p.Cclifford, Bristol.'- | D.Mollison, Cambridge
K.Dhietz, Genf ' . G.Neuhaus, Miinster
A.W.F.Edwards, Cambridge H.J.5chuh, Erlangen
J.Gani, Sheffield  L.Stdrmer, Buchendorf X )
P.Holgaté, London W.Vogel, Bénn ’
J.Hornung, Berlin G.Vossius, Karlsruhe
A.Kappos, Frankfurt ' E. Walter, Freiburg
D.Kappos, Miinchen - K. Wleere, Heldelberg
S.Karlin, Rehoﬁot (Israel) J.TfW1111ams, Bristol
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Vortrsasanszuge

. tific problems.

CJ.GANI (Sh ffield): Some Mathematical Models in Biology

The development of mathematical models in biology may be

- dated back to GRAUNT and HALLEY in demography in the 17% Con-

tury, or to MENDEL, GALTON and PEARSON in mathematical gene-
tics and, among other toplcs branchlng processes (surv1val of

Iamlly names), in the 19 Century. Results in mathematlcal

biology can be roughly divided 1nto the qualitative + quantle_'
tative types, both have their uses, and examples of both w1ll
be W1ven. ,

~ Consulting work with biologists may lead t0»elememtary mathe-
matical work such as regression methods or Simple'tests of hypo-
theses. Work at Sheffield of the relation between_suboutaneous '

- fat and respiratory diseases of young babies falls into this

category. But consulting work may also lead to very complex

problems. an example from the genetics of a fungus 1nd10ates‘
- the use of 51mple Markov. chaln technlques, while a problem of -~ -
bdental arrangement leads to very difficult problems of spatlal

changes in 3-dimensional tooth arrays in continuous time.. v
A simple use of quantltatlve methods .is vlven 1n demography.‘

student numbers in Australian universities after the ‘war was

predlctable by stralght forward matrix methods (s1m11ar to co-:'_;

- Hort analys1s)' gualltatlve methods are illustrated by the

l'nermack-McKendrlck Threshold theorem for the veneral epldemlc.jt
_ In my own work in v1rology, where 1 have been concerned with

- the attachment of smaller to larger particles (bacterlophageA

attached to bacterla, or antlbodles to- v1rus), an eclectlc

" approach seems to have served well.

A p01nt of particular 1mpm$ance in mathematical b1010fy 1s

:the close collaboration of mathématicians with blolovlsts
- (. geneticists, virologists) in order to tackle relevant scien-

t

_H STORMLR. Verwelldauern 1n oeml-MarxoffvProzessen _

beml—MarkOIf Prozesse llefern geeignete Modelle zur Beschrel-

'1Vbung einer Reihe von biologischen Zufallsabldufen (Lebensdauern,
K Lpldemlen, _Wachtumsprozesse) Den Anwender .i. interessieren u_ 8o -
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die. Vertellun*en von Aufenthaltsdauern in gew1usen, sachiichv
bpdlnften Zuctundoklassen. s w1rd gezelgt, w1e sich die gcauch-
ten VertellunWHfunktlonen bestimmen. lassen. Dabel zeligt sich,
daid die komcnhe dieser Verte 1lun"°funkhlonun relativ lelcht

-1gkur siv zu bestimmen. sind. Im zweiten Teil wird gQZeigt,'daB>
mﬁn unter ewissen Voraussetzungen eine Verteilungsfunktion a

| ( ) (mlt “(x) =0 f. x = 0) durch Funktionen F (x) approxi-

- mlcren kann, d1e ‘nur von den ersteren Momenten von P(x) abhin-

en, Mit n - konvercleren die Fh(x) glelchmaPLg in 0 = x

gegen F(x),

HORNUNG Simulatibn von Analogmodellen auf Di"italrechhern

BEin elnfaches Beispiel am Anfang dlent dazu, die hathematlschi.
'Buhanalunb, die- Analoge und. d1e Digitale Simulation einander
eaenuberzuutellen. Es wird ein digitales blmulatlonspronramm
vorﬂestellt, ‘welches neben leferentlalglelchung systemgn der _
ATt y = fi&/’t) auch emplrlsch gegebenen Kennlinien verarbei-

jten kann. ‘ _
-Anhand eines phy51ologlschen Modells werden ‘Arbeitsweise und

’~Lrgebnlsse des Programms erldutert. Das Modell gestattet es, den
~ sog. Frequenzeffekt nachzubilden, der vom Ref. bei der Buplllen-
 reaktion und von STEGEMANN be1 der Blutdruckregulatlon beschrle-

*ben wurde.

© J. BAMMERT: Ein iodell der Retina : : .
_'ZéitliChen'(suécessiven) und rdumlichen (simuitanen) Kontrast-
~effekten entspredhen;elektrophysiologiscb in der Sdugerretina
:*folgende Organisationselemente:
1.) zeitl.: Spike- Folgen vom on- bzw. Offolyp. Der ersten liodell-
| vorstellunv von unabhingiger Steuerung durch den Differen-
tialquotienten lancsamer Rezeptorpotentiale widersprechen
o 5iurregunvsextrena hoherer Ordnung ,
'A2.) rduml.: Die rezeptlven Felder sind antagonistisch organisiert
y (on-center, off-c enter) .. Die Beschreibung durch unabhingige
'Vﬁrreaunvs- und Hemmungsausbreltung nach GauB-Fktn. versch.
Streuung 1st unnaturllch, da 2 solche Fktn nicht endvultlg

,ausréichen.
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Bach dem Vorbild der laterhlenfRﬁckinhibition bei Limulus’

_A5 -

(iartline u.a.) wird ein Modell besprochen, das die qualitati-
ven (d.h. hier: Monotonie-invarianten) Phinomene als Ergebnis.
ein und desselben Ansatzes reproduziert (digitale Simulation)
bis auf zu geringe "Frequenzvariabilitdt" der riduml. und zeitl.

' Rhythmen. Das Nodell beschreibt bewuBt nicht die ganze Retina,

sondern ein darln auftretendes btrukturpr1n21p stark verein-

facht und 1n "Relnkultur"

G. VOSSIUS: Adaptives lodell der sakkalischen Augenfolgzebeweguns

Die sprungformige Augenfolgebewegung zeigt bei einer Finstell-
bewegung meistens einen kleinen Restfehler,'der nach einer mitt-

-;leren Latenzzeit von ‘etwa 200 ms durch eine Korrektursakkade

ausvevllchen wird. Dleser Fehler kann einmal darauf beruhen, daB
hohere optomotorische Zentren die GroBe der Vorgabe falsch ver-

arbeiten;'oder daB:der innere'Verstérkungsfaktor nicht genau
auf "eins" eingestellt .ist. Unter Versuchsbedingungen, bei denen

dem Auge mlttels einer. extern eingefihrten Riickkoppelung seine

‘eigene rolwebeweoung w1eder angeboten wird, wird der innere Ver-

starkun"sfaktor der optomotorlschen Zentren adaptiv verandert.

. Diese Llnstellung des 1nneren Verstarkungsfaktors kann sehr
dschnell in dem von uns untersuchten Bereich bis zu 10=facher
jnegatlver auBerer chkkoppelung erfolgen. Es 148t sich ein Modell
angeben, das den Adaptatlonsmecnanlsmus beschrelbt und sich mit

‘den Versuchsergebnissen deckt.

'VP. CLIFFORD A model for s1ze dependent growth of bacter1a~

The multlstage model fox a pure birth process by Kendall in

1948 assumes that division . ,occurs after exaotly n stages each
- of exponentlal length.~The threshold assumptlon may be replaced

by Le Cam's method of. assumlng that the event (division) occurs

.at a Poisson rate proport10na1 to the number of stages passed
.,throuvh. In this process the mean and variance of cell number

have a particularly simple form prov1ded it is assumed that the

'daugnter cells 1nher1t the total number of stages achieved by

the mother cell. If staces are equated with accumulation of nuc-
1610 material the’ model prov1des predictions for the amount of
nuclelc material per cell espe01ally in the case of rapldly
grow1ng bacterla populatlons where this amount may exceed the
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Red. . LORBNZ: ubcrlboon zeitverteilungsen nach V1rus1ntcxt10ncn .

Vcruuchstiere, dic¢ mit Verdlnnungen eiher Virussuspension
iniiziert werden, zeigen drei charakteristische rsrscheinungen:

1.) Die jintreffer-Kurve als Dosis-Wirkungs-Beziehung -

2.) sine lineare Beziehung zwischen dem Logarithmus der Virus-
uonugntr“tlon und der mittleren Uberlebengzelt. Diese 14Bt
sicn mit einem deterministischen lodell erKlaren, dessen
wesentliche Annahme ist, daB der Tod eines Tieres dann ein-
writt, wenn dle sich in ihm vermehrenden Erreger gewisse |
bchwellkonzentratlon erreicht haben. _ '

5.) Die Varianz der individuellen Uberlebenszeiten ist umso kleie

" ner, je groBer die Infektionsdosis. Die in der Literatur be-
schriebenen stochastischen Modellevkbnnen.die‘beobaChtetcn
Varianzen nlcht vollstdndig erklédren. Zur Vafiabilitétséna-
lyse wird daher das Fehlerfortpflanzungsgesetz auf das de- ‘
terministische Modell angewendet. a

AbschlieBend wird gezeigt, welche Aussagen dieses Modell'auf

den lMechanismus eines Adaptationsprozesses zwischeh Virus und

wigtsorganismus erlaubt.

b, MARTIN On a two-stages model for the dlstrlbutlon of

[EAR

fission-time in bvacteria

~ Rahn (1931) and Kelly and Rahn (1992) have proposed a simple
" model in_‘volving only nuclear units to account for the Varlabl-'
lity of fission-time in bacterla, assuming that fission occurs
‘after random independent completion of duplication of each .
nuclear unit where DNA plays an essential role. ‘
D.G. Kendall (1948, 1952, 1953) has analysed the same set of -
data from a stochastic point of view. Finney and Martin (1951)‘
used a maximum likelihood approach to estimate the nuclear
- parameter n, and the kinetic parameter « of random duplication
of nuclear units. o
In 1950, I have proposed a more elaborate model where each
of the n nuclear units controls (through a RNA-messenger) the
random duplication of each of k (constant) cytoplasmlc units

such nas ribosomes at a rate 2.
Witn the much appreciated aid of M.S. Bartlett (1950) and

ii. Twceale (1950, 1961) I nave veen able to compute an a
Burroughs £ 101 (1960 - 1961) an extensive set of tables of
the distrioution of fission-time with parameters (n,u;‘K;B)@
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R. BJﬁnK"S: Matbhematical models of tumour induction

This work started around 1960 by the assumption that ﬁhe re-
seneration in epidermis wasirerulated by a distributed control
svsfem.'n model of this system was first simulated on an ana-
logue computer. As such a 51mulat10n onlv nakes use 01 ,the mean
values, one nad to change to 2 dlgltal computer in order to

‘simulate the introduction of a single cancer cell in a popula-

tion. of -normal cells. This model had to be changed several times.
rrom the simulation of this model much has been learned about

the . behaviour of such a control system. We managed also to simu-

late tne early. stages of the developement of a tumour. The model

is large and takes long runs on: the computer. Prof. Williams |

suggested to take from the model the most essential facts

governing the_developement of a tumour and_thus cut down the

computer time drastioally. Together we have managed to do this;‘

and in this way it has been possible to study sqme of the
properties of tumour growth separately.

G. WILLIAMS A mathemaulcal model for the spread of abnormal
cells through the basement membrane of the

epithelium B

Abstract:_Whenca basal cell divides, both-daughter cells
remain in the basement membrane; one of the neighbouring cells

being pusned out to make room. If an abnormal cell splits K tlmes;?

~as fast as a normal cell, tnen w1tn probability 1- 1/K, the clone

: proouced by it will gradually llll up the entire basement mem- .
-brane. Growth occurs only along. the periphery of the conflvura-,'
tion and is consequently governed by a power law, leading to

i:very long latent periods. Vith a normal division time of 3 days -

and K = 1.7, it requires some ten years until there are 50 000 '

- cancer cells, enough to see. The patterns produced have the

invasive, infiltrating appearance commonly associated with

cancer.

CLIFFORD Remark on the;prev1ous model.

" Assume that K is infinite and thao‘xi, i =.1,2,3,4 are propor-

tional to the rates at which wnite ooundary cells with % black
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.neirhhours-become black. If &, =.¢ we have the case conolderca

by wWilliems & dgcrmneu. Allowing «; to vary but thpln

& ;i s 1 =2,3,4 we can obtain other exponents B in the re-

{

s . B 4 . ; -
lationship n = A N between the number of edges of the con-

figuratien n and the total humberqu black cells N. In parti--

cular with Monte Carlo simulation it is observed that

2 — 1 as Xy —» 0o and B— 1L as X, —> oo,

®

2. BATLEY : Latent and infectious'periods in epidemic model

The concept of latent periods, infectiouo peribds and incu-
oﬁtlon veriods are of basic importance in epldemlc models. The .

v well-xnown veneral stochastlc epldemlc model is frequcntly chosen‘
. as a basis for theoretical 1nvest1gat10ns because of its 51mp11-'

fying Narkov properties, though it is often unrealistic 1n
detail. A oultable nethod of estlmatlng parameters has recently

been developed. Chain binomial models have also ‘been used, and
have glven-good statlstlcal fits to actual data (e.b.meaoles);

A finer analysis'of time interval data can be made assuming a o
normally distributed latent period plus an extended infectious-:

: peridd of fixed length. Originally available only for groups of

size two or three, this has now been extended to "roups of any

size. An appllcatlon to some Nigerian smallpox data was prescn-ﬂ'
;tcd and estimates of parameters were given, both for the general
gstochastlc epidemie model and for the model 1nvolv1ng a varlablel'
'flatent perlod and fixed 1nfect10us period. - '

J. BERGER: iwpidemiolosische Modeile: Simulierung-voh Seuchen -

Auszehend 'von einer Differentialgleichung mit retardierendem

Argument, in der die Latenzzeit L, die infektiSse Periode T-IL -
"und der Prozentsatz der Immunen.in der Populatlon 1-F beruck-

: 51chu1"t werden:

dz/dt = NF-z(t))(z(t- L)- 2 (- 1)) ; T>L. |
z(t): Reletive Haufigkeit der Infizierten zur Zelt 1

'Schwellenwert ;ur_Unmogllcnkeltielner npldemle. F“<1/A~(T—L),

wcrden otOChastiseheAModelle VOrcestellt‘ in denen jedem Indivi-
duum elfene Werte fir die Infektlonsparameter. Latenzzelt Inku-

;batlonszelt Krankheltsdauer zugetellt werden und 1n denen d1e
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Immunitiitslage der Population mit Beriicksichtigung des Anti-

worverabbaues und spezsielle Anordnungen: Ohne Bewegungsein-

‘schriinkung, Kifighaltung von Tieren, Bodenhaltung von Tieren .

mit Bildung von Untergruppen bericksichtigt sind.

‘K. DILTZ A threshola theorem for Vector-Borne 1nfect10ns

with- decavine immunity

‘Vie consider an infection which is sprcad by a vector_from

‘man to man, like malaria. It is assumed that after an infection,
immaunity acvelops Wthh 1ncreases the recovery rate fron infec- -
tion. As soon as recovery has occurred the person is again '
:susceptlble but poss1bly at a lower level. In the absence of

a2 new infection, immunity decays avaln. The vectors stay infec-
tive tlll they die. The vectorial capa01ty of a vector, deflned-

in terms of its life expectancy, den81ty 1n relatlon to man,_
susceptibility and man biting habit, has to be above a speci-

fied level whlch is determined by the parameters of- the 1mmun1tyv

mcdel.

D, MOLLISON: Spatial'wa#es in an epidemic

Previous authors have made considerable progress on the -

_ " manner of spatlal propagation of epidemics (Kendall 1965) and‘eﬁ
of a dominant gene (Kolmocorov'et al. 1937) through a linearly:

_'dlstrlbuted population by using a local (diffusion) approxima- .

tion for the effects of cross-lnfectlon at a distance. Intro-

~ducing (more reallstlcally) a probability density functlon av

~ to represent the effects of infection at a distance, the wave-
-equation becomes somewhat 1ntractab1e, but it can be shown
'(Polllson 1970) that no waves are possible if dV is more spread:

- than negative exponenulal,

Here we show that for a, partlcular borderllne case, namely
when 4V is negative exponential, waves of 2ll velocities 2 a--

.minimal velocity cg (and none of velocity < co) exist, just

as for the dlffu51on approxxmatlon models 01ted above.

[N
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A.W.i'. EDWARDS: Inferential models in genetics. : B - ';

o One or th main purposes for which-models‘are.createdwin
4b’0l0 cy. is to cnable Ouatisiical'inferences to be made.‘Tbus~
.wp'nav cstablloh a probablllty model for recomblnatlon and .

: se~rc*at10n whlch will enable 1nferences to be nade about r'ene‘l;:Lc
‘,mao 01stances,'or a branching-diffusion model for short term'f
nevolutlon wnich ‘will cnable inferences to be made about evolu—
_ulon ary relaulonshlps. Indeed, all statlstlcal 1nferences are_t~'
:conolulonal on probablllty models, and the ch01ce of model nay
“be of oaramount importance. ‘ '

Recentlv it has become clear that the use of probablllty
'modelc_ln the context of 1nferences about biological hypotheses
may 1nvolve lowlcal and mathematlcal dlfflcultles of a rather:
fundamental nature. These w1ll be dlscussed, w1th spec1al ' ‘
rcterence to the above two examples.u ""ik

v

.P HOLGATE. Al"ebralc btructure in Genetlcs:

4 lhe laws by which the probablllty dlstrlbutlon of the genetlc‘s
'type of an 1nd1v1dual is related to those of its parents can be K

taken as the nultlpllcatlon ‘table of an algebra, whose elements-;-3

are llnear forms in the symbols for the genetic types (ntnerlng- _f
-ton, Proc. Roy. boc. Edinburgh 59 (1939) 242- 58) Such alcebras ‘ﬁ
:.are non-associative, and their propertles have appeared to have jfﬂ
© little in common with algebras ar1s1ng in other branches 01 purelfﬁf
. or applied mathematlcs.' A i ‘ S ;r”f .
- However, 1f certain crlterla put forward by Schafer (Amer. ‘
“Journ.Math. 71 (1949) 121-35). are reformulated in terms of the

”Lle multlpllcatlon algebra correspondlng to the genetic alvebra,,gQ.

it 1s pOSSIDle to relate them dlrectly to symmetry propertles

among the allellc genes. ‘

This opens the way for a w1der appllcatlon of genetlc algebras..'.

S.KARLIN‘ Recent results on nultl 1001 pooulatlon 2enetic models

A rev1ew will be o':Lven of populatlon genetlc models of charac—bg
ters controlled by everal loci. Theinature of the equlllbrla -
will be determlned for. the. class1cal!aad1t1ve, multlpllcatlve'v
and symmetrlo V1ab111ty model. Global convergence will be esta-

fbllshed in certaln cases. Interpretatlons and 1mp11catlons for -

evolutlon w1ll be glven.
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