
. MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u ·n g s b e r ich t 8/ 1971

~iornatische Mengeplehre

Die Tagung fand unter der Lei tun-g von A. Oberschelp (Kiel) ·statt.

Sie lie:r parallel z~ einer 'andere:n mathematis.chen .Tagung. Zu der

l\fengenlehre-Ta'~ng··.waren insgesamt 18 Teilnehmer erschienen. Neben

ein~m Vortrag.über Ackermanns Mengenlehre wurde in der Hauptsache

:die· i·terierte Anvvendung der For'cing~Methode nach Solovay und Tennen-

baum behandelt.
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Vortragsauszüge

2 --

];,..
K. POTTHOFF·: Iterated Cohen extensions 'and Souslin "s 'Problem I

Die in diesen Vort~ägen'bewiesenenLemmata dienten der Vorbereitung

des im' Teil 11 bevliesenen Haup.tsatzes. Beschrieben wurde- dazu' di'e .

-.. i te~ierte Kons truktion .von' booleschwertigen ~odellen der Mengenlehre:

Sei'D mit'der Wahrscheiniichkeit 1 -eine ,vollständige Boolesche ,Algebra,
, . D' -,' .

im booleschwertigen Modell va. Dann kann m~n in va VB konstruieren,

so" wie in V .VB konstruiert wi·rd. In ID erhält man eine Boolesche
-. .

Algebra C~, deren Elemente ge:rade'die Eleme~te von VJ!3sind, d+e mit

der Wahrscheinlichkeit i Elemente. von ID sind.'«; besitzt im wesent- ._

lichen die Ei'gensc~a:rten, die.JD mi t der ·VVahrscheinlichkei t' :I1 hat.·
. C -

Das (in y) konstruierte booleschwertige ~Modell V_ ist (grob_gesprochen)

dasiterierte Modell vm~Und die'in vC C-gÜltigen Auss:agen sind

die mit Wahrscn.einlichkei t1 D-gül tigen Auss:agen über P

-I

S·. GÖRNE1LIlliN ~- Iterated Cohen_ exxensions and.Souslin's. Problem Ir

Martin's Axiom.wUrde _i'n :fol_gender'Form z·itiert:
. ' .

, " - = X
(A)' Ist B Bbolesche Algebra mi t Bk.2 0, die die abzählbare Antiketten-

•• ,X ••
bedingung erfullt, 0.<.2 0 und' f'ur jedes l;<o. ,~1l;CB:., so existiert •

auf' B*(;' der McNeille$chen Vervollsvtändigung von B ) ein Ul tra:-
-- -' '. B*

f'ilter F, der f'Ürjedes l;<.o, 2: M~ erhält.

Es wurde (nach der Arbeit Ulterated Cohen' extensions and Souslin's

Probierptl von R.rvl. 'So~ovay' und S·. Te'nnenbaum) gezeigt, daß~: ZF +. AC +

2~o'>,K", + A relativwiderspruchsf'reizuZF + Ac ist; genauer:

Satz. e sei ,überabzählbare r.egulä· re Kardinalzahl, so daß :rür ~'<.e

~2 . <8 gil't. Dann existi'ert e.ine yollst~ndige Boolesche Algebra :IBo:, ini t

]3<8, die die abzählbare Antikettenbedingung erf'üllt,so daß in VB
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1) Martin's Axiom

2) f'Ür ~o<~d9Y ist 2K = eY
•

Als wesentlichstes Hilfsmittel~wurdebewiesen:

Satz (Tarski -. Solovay). ® sei Ordinalzahl. ?ür alle u<8 sei ]ß
CL

vollständige Boolesche Algebra; fur a..i.ß:s.8 sei ]3a. reguläre Subalgebra

von JB
ß

; es sei 'JBo:=2~; fur j~de Limes.zahl h<8 sei JB~\ ~ (u JB': )*.
• I~~.... (],.

'. 0.,< I~

FÜr alle a.<8gel te: :falls]3a. die abzählbare Antikettenbedingung

erfull t, so. auch ]3a.+1 ~ - Dann erfull t :für j·edes a.<8 :IBa. die abzähl':'"

b~re Antikettenbedingung.

'BoJo KOPPELBERG: ~,1artin t s Axiom

•

Sei ~ eine unendliche Kardinalzahl. ~ ~~: Zu jeder partiellen Ord­

nung P und jeder Familie il" ~i t J <~. von dichten T.eilmengen von P

existiert ein.;L - generischer Filter in P, ~alls'P c.a.c. er~üllt.

Folgerungen aua A ,
A.I- }\

1) ~< 2~o,'

2) 2K: = 2ROJ

3) 'Jede Teilmenge .des ·Kontinuums mi·t rvlächtigkei t s.~ hat Lebesgue-~Aaß 0­

-4) Der'Durchschnitt v~n höchstens <~ vielen'dichten O~Lenen Teilmengen

der Menge der'reellen Zahlen-ist dicht.

Weiter wurden eine Reihe von zu ~ ~ äquivalenten und teilweise auch

sc11viächeren Formeln. vorgestell t. Ganz kurz v{urde au:f bestimmte

Folgerungen aus !:;-, der Aussage ~<.2l{O. -+ h K' eingegangen, die üblicher­

weise aus .eH gefolgert werden. Benutzte Literatur: Martin - Solovay~

Internal Cohen Extensions; Solovay - ,Tennenbaum, Iterated Cohen

Extensions and Sousliri's Problem; K. 'Kunen, Inaccessability

·Properties.
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Aus den beiden ·zuletztgenannten Arbeiten wurden die rolgenden

-Resultate bewiesen bzw. zitiert.

Es gibt keine Souslin-Bäume (d.hokeineSouslin-Kontinua)
'. ... .

Die o-Algebrai. der Rechtecke' in p(~+) ist gleich mi t

Weiterhin wurden einige Beweismoglichkeiten aus der erwähnten
~ .

Li teratur angegeben, aus ff zu :folgern, 'daß' 2~\O, nich t ree'llvlertig

meßbar ist.

A. PRESTEL: Ackermanns Mengenlehre-'

,Ackermanns Mengenlehre .ist· -ein'e Klassentheori"~ mit der zweiste.lligen"

.~ (Element)' Beziehung und einer Kons tanten. V (= Klasse aller Meng"en) 0

Die Axiome besagen

1), Zwei· Klassen mit denselben Elementen sind"gleich.

,2)" Alle Mengen mit einer' gew~ssen Eigenschaft bilden eine Klasse.

3 .) Elemente und -Teilklass~ri~' von Mengen sind "vieder. Iv1engen·.

".. 4) T~ifrt eine E-Eigenscha~t' (gegeb~n durch eine Fo~me~, ·in der die

Konstante V nicht vorkommt, Parameter 'aus.V jedoch vorkommen

können) ~ auf' Mengen zu, so bilden alle Mengen mit dieser Eigen-' •

'sch~-:rt wieder eine lJIenge •.

Nimmt man-noch .hinzu

5) Jede ni'chtleere .1tlenge besi tzt bzgl. ~ ein minimales Element,"

so gilt [Levy, Grewe, Reinha~?-tJ,'Q.aß in V, dem ,Bereich aller Mengen,

genau alle Sätze der Zermelo~FraenkelschenMengenlehre gelten.

FÜr diese Tatsache wurde ein einfacherer Beweis gegeben unter der

zus~tzlichen Voraussetzung:

2 t ) "Jeder" durch eine Eigenscha:ft gegebene .Teil ,einer Klasse ist

selbst eine Klasse~

A. Prestel, Bann'.
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