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Arbeitsgemeinschaft iiber die Arbeiten von SHIMURA
zur komplexen Multiplikation

13.4. bis 17.4.1971.

Dié.Arbeitsgemeinschaft.behandelte diesmal unter der Leitung
von R.Langlands (Bonn) Arbeiten von G.Shimura zur komplexen
Multiplikation. Aus dem umfangreichen Werk Shimuras zu diesem
Thema wurden zwei typische Resultate gewdhlt: 1.) Die Kon-
struktion von Modulmannigfaltigkéiten [1] und 2.) Die klassen-

‘korpertheoretische Beschreibung der Modulk&rper [2]. Bei 1.)

handelt es sich darum, algebraische Faser—Mannigfaltigkeiten

zu konstruieren, deren Basispunkte eineindeutig den Isomorphie-

' klassen abelscher Varietiten eines gegebenen Typs Q (d.h. mit

Polarisation, Ehdomorphismenring, N-Teilungspunkten). entspre-
chen und deren Fasern Jjeweils einen Vertreter der entsprechen-
den Isomorphieklasse darstellen. Die konstruierten Mannig-
faltigkeiten sind-universell und in arithmetischer Hinsicht
folgendermaBen ausgezeichnet: Der betrachtete. Typ Q bestimmt
einen algebraischen Zahlkérper kg; iiber dem die Fasermannig-
faltigkeit derartig erklidrt werden kann, daB kQ(u) fir jeden
Basispunkt u der Modulkdrper der Faser ilber n ist. Der Modul-
koOrper kQ(u) erfdhrt dann in 2.) flir abelsche Varietdten mit
komplexer Multiplikation eine klassenk®rpertheoretische Kenn-
zeichnung als abelsche Erweiterung eines gewissen, ebenfalls -

durch den Typ’Q bestimmten Teilkdrpers K' in kQ .

[1] G.Shimura, Méduli.and fibre systems of abelian varieties,
Ann. of Math. 83, 294-338 (1966). | o

[2] G.Shimura - Y.Taniyama, Compiex Multiplication of abelian
varieties, Publ. of the Math. Soc. of Japan 6 (1961).
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Vortragsausziige:

E. Gottschling: Rlemannsche Formen (—D—Funktlonen, P’arametri-'-f '
| ~ sierung polar:.s:.erter abelscher Mannigfaltig- e
B " keiten durch die Slegelsche Halbebene, EJ.n—A '
bettungen in PN,

 Es sei 4 ein Gitter im ok mit-RangA =2n. 'Ei.ne"'Riemann"sche
- Form auf dem komplexen Torus £ /A ist eine alternlerende RNETT
o R-blllneare Form ¢ : { x 6% - R  mit 2.’(3 A)'E g, ®
ig - f(z,iw)= {(w,iz), f(z lZ))O, 2z weg;n. Eine holomorphe Funktlon :
‘ '@ im {™ heipt Thetafunktion zud , wenn & (z+w)— f;’(z)exP._s (z)],
‘zé€ €n w 64\ mit elner linearen Funktlon S gllt Jede Theta-‘. ;
' funktlon 1ndu21ert eine Riemannsche Form. Ein komplexer Torus, B
auf dem eine nicht ausgeartete Riemannsche Form existiert, 1st
- eine abelsche Mannlgfaltlgkelt Zwei Rlemannsche Formen- E’ g"
auf ¢ //\ heifen aqulvalent ‘'wenn kf’-k'f‘ ' mit geeigneten -
- k,k'e N gilt. Jede Aqulvalenzklasse von nicht ausgearteten Rie-
~ mannschen Formen heipt Polarisation von (’ /A ~Bei geeigneter.
Ba31swahl im .1 be31tzt /\ als Basis die Spalten einer Matrix
' (Z e), wobei Z ein Punkt der Slegelschen Halbebene b“ ist und
= diag [eq,...,e 1, e1 . |€o,  die Dlagonalmatrlx aus den
Elementarteilern von ¢ . Durch tibergang zu einer &dquivalenten -
"Form ¥an e1-1 angenommen. werden. Zwei polarlslerte abelsche
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Mannigfaltigkeiten mit in dieser Weise normierten Riemannschen

- Formen sind genau dann isomerph, wenn die zugehidrigen Punkte in
der Siegelschen Halbebene durch eine paramodulare Substitution
auseinander hervorgchan, Mit lilfe von Thetareihen wird gezeigt,
dapB jede nicht ausgeartete Riemannsche Form durch Thetafunktionen
induziert‘wifd. Die zu einem festen Exponentensystem 5,y @eD
gehorigen Thetafunktionen bilden einen ¢ -Vektorraum L der Dimen-—
sion det(e). Der zum Exponentensystem ms&, y e, mé/?‘/gehorlge
Vektorraum L™ hat daher die Dimension m® -det(e) =: N+1. Es sei
gO"'°’gN eine Basis von LT. Fir m>3 wird durch ' '
(2,2) = (g,(z, Z),...,gN(z Z)), (z,7)e £ = Y‘ ein Isomorphls—'
mus von ¢ /A auf eine abelsche Mannlgfaltlgkelt A, (2) im- PN(C")
gegeben, Die Nullstellenmengen der Thetafunktionen aus 1™ liefern

" fir m>3 ein amples vollst. lineares System von Divisoren auf
A (Z), welches genau aus den Hyperebenenschnitten von A (Z) be~
Stehto '

P. Gabriel: Der Chow-Punkt eines positiven Zyklus im projektiven
Raum. Anwendung guf den Modulkorper einer polarlsler-
ten abelschen Mannigfaltigkeit.

Jedem positiven Zyklus Z der Dimension r im projektiven Raum jpn
wird ein positiver Divisor ° D(Z) in gbn(r+1) zugeordnet Dabei
besteht der Triger von D(Z) aus allen Folgen . (Hy, - ,H )¢ P *(r+1)
von Hyperflichen, die den Triger von 2 gemeinsam schnelden. Hat 2
( den Grad d, so hat D(Z) den Multigrad (d,d, = ,d), d.h, es wird
‘ durch ein multihomogenes Polynom des Grades (d,d, - ,d) beschrie-—
ben. Die Koeffizienten dleses Polynoms sind die homogenen Koordi-

naten des Chow-Punktes C(Z)€ (g;n) r+1, von 2.

Sei nun V eine projektive Vafietét'und L ein sehr "ampler" inver-
tierbarer Modul auf V mit d'=[{V,L) =n+1. Bezeichnet k den Grund-

- kbrper, so bestimmt jeder Isomorphismus f : K+l oz [(V,L) eine
Einbettung f': Vv -~ /2 n+ Die Chow-Punkte C(f,V) der Bilder f'(V)
sSpannen eine lokal abgeschlossene Untervarletat eines projektiven
Raums F; auf. Diese Varietdt F(f,V) und ihr Abschlup F(f,V) in
Eﬁn liefern eine Invariante der Isomorphieklasse von (V,L). Ins-
besondere ist der kleinste Korper, worauf f?f773 als Untervarietit

~von j?m definiert‘werden kann, von Bedeutung.
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'K. Legrady:. Einfithrung dés Definitionskdrpers. Beweis von
Theorem 5.1 in £11

Zu jedem Typ Ll = (T,M,v,,...,v,) mit Teilungspunkten gibt es
einen algebraischen Zahlkﬁrper‘kil mit folgender charakteristi-A
‘scher Eigenschaft: ‘Genau dann ist ein Automorphlsmus ¢ von C
die Identitht auf k wenn mit P =, 2:’, tz,..o,t ) auch 3"'.
vom Typ LA ist.

Fiir jedes N vom Typ.n. ist kJL‘im Modulkdrper von e enthaltenw'

'Belm Bewels wird die Existenz von Fasermannlgfaltlgkelten abel-
scher Varletaten vom Typ fL benutzt.

H., Helling: Konstruktlon einer unlversellen Fasermannlgfaltlg-

keit & = {V,W,h, f,kl elllptlscher Kurven mlt
N-Tellungspunkten.

Herstellung eines singularitéténfreien Modells fiir den Basis-
raum V (Zariski-offen in elner progektlv normalen Kurve) mit
Hilfe automorpher Formen zur Hauptkongruenzgruppe .FN der Stufe
N:vVs= [AY% (} = obere Halbebene). Konstruktion von W aus

der geringfﬁgig'modifizierten Weierstrap-Normalform fiir Gleichun-
gen vom Geschlecht 1. Reduktion des Definitionskérpers nach

A. Weil. Ergebnis: 5 ist iber k , definierbar und bis auf bire-
guldre Transformation iiber k o eindeutig béstimmt und hat die

- folgenden Eigenschaften{ Jede Faser ist vom Typ.ﬂ,; & enthilt
jede PEL-Struktur vom TYP'IL bis auf Isomorphie genau einmal als
Faser; die Koordinaten eines Punktes u von V erzeugen den Moduln-
korper ﬁber‘k_a_def Faser iiber u. Jede Fasermannigfaltigkeit von
PEL~Strukturen elllptlscher Kurven vom Typ £ kann reguldr in &~
gevorfen werden.

K. Kiyek:_  Konstruktion einer universellen Fasermannigfaltigkeit.:

Eé wird gezeigt: Zu vorgégebenem,Typ £2 =(e; a1,...,as) gibt es
eine Fasermannigfaltigkeit & = (V,W,f,h,Y,£,,..,f ) mit folgen~
den Eigenschaften: Y==Hn/r.‘ist Zariski-offen und singularitdaten-

frei, desgleichen W. Ist ze Hy, s0 ist (4,(2),04(2),%,(2),000, 1 (2))

(d.h. die durch den Typ {1 definierte polarisierte abelsche
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Varietit) zu genau einem 3- (Faser von g.) .isomorph (ue V);

es ist sogar jedes 4 vom Typ £ zu genau .einem ¢2 isomorph.
Hierbei wird vorausgesetzt: n>1, [ (=M (a1,...,a )) hat keine
Elemente endlicher Ordnung, operiert also fixpunktfrei auf Hn

G, Harder: TFasersysteme bei beliebigem [ .

In diesem Vortrag wurden Fasersysteme von einem Typ {2 betrach-;
tet fiir die die zugehorlge Gruppe F nicht notwendig torsions-
los ist. Es wurde gezelgt daf man auf H /F‘ die Struktur einer
quasiprogektlven algebralschen Mannlgfaltlgkelt erkldren kann

und daB es zu jedem Fasersystem

"V'=W’-Q'V"b

mit normaler Bas;s v und Fasern vom Typ {1 einen wohlbestlmmten

Morphlsmus

.<Y : V!~ Hn/;

konstruieren kann, der die folgende Elgenschaft besitzt Ist.[l* :

ein'"feinerer"”Typ als.Q. so dap die zugehorlge Gruppe. [ * .
torsionslos ist und ist ' - : :

>‘W’

W -
Voo
VAl A

ein Fasersystem vom Typ n * iiber W' - V', so ist das Diagramm
" __lt’_"_Q '
v Hy/ T
1 l

I
v > H /r

kommutativ. Dabei ist %" der Morphlsmus, der die unlverselle

Familie auf Hn/['*, die nach dem vorangehenden Vortrag existiert,

in die gegebene Familie auf V" {iberfiihrt. Es wurde dann noch ge-
zeigt, dap der Korper k&l als Definitionskérper fir Hn/r' gewdhl
werden kann. ' R |
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M. Knebusch: -'A&ssage des ersten Hauptsatzes (S.128) aus
' o "Shimura, Taniyama, "Complex Multlpllcatlon
of abelian Varieties", und Belsplele. o

Zunachst ‘wurde erklart ~was man unter dem Typ (K, {tf , f)
‘einer prinzipalen einfachen abelschen Varietst mit komplexer
. Multiplikation und Polarlsatlon G =(A4,1, 7 ) zu verstehen hat.
.'Auf der Menge der Isomorphieklassen der § von festem Typ uber
- € hat man einen "Abstand" {.”’1 : 83 mit Werten in der Gruppe
£ (K) der eindimensionalen nlchtausgearteten pos1t1v definiten
hermiteschen Formen ( 4,¢ )/ /0 {EIdeal von Dy, § totalposi- -
tiv im totalreellen Tellkorper K, von K, 3& ==( 9 )5 ~ Sei nun
_ x/ 0 ein galolscher Zahlkorper,: uber dem eine- vorgegebene
. Varietat § =(4, i, ”r) deflnldrtlst und k > K. Dann umfaft k auch . ®

den &ualen Korper K* := (Z‘Z f? | {c K ) und es gilt:

~Genc.u dann hat zu einem ?/ Gal(k/cg) die Kon;juglerte N4 den-

. selben Typ wie J y wenn G den Korper K* festlaﬁt und genau

o ~ N
- dann ist iiberdies iy =J, wenn ¢ auch den Modulkorper k von
(A, ) festlaBt Daher gibt & — ( ty D) einen Monomorphls-

- mus |
~ Gal(k K*/K*) — C)

- Insbesondre ist koK*/K* abelsche Erweiterung. Der Hauptsatz be-

_ sagt mm: Sei (K* {‘(1yooo’vm} ) der duale Typ zu (X, {71,..0” n})

Sk K*/i’* ist iiberall unverzweigt und fiir das Artlnsymbol | o
(...,k K*/K*) gilts - . e T T ‘

| o a o
[(g,., koK*/K*)] = (T mf*‘{ , N ,/@az' )edm
Ist & eine elliptische Kurve, also K/ @ 1mag1narquadrat1scher
 Korper, so ist K*=K und k= &(j(4)) und der Kern des Artinsym-
bols besteht genau aus’ den ‘Hauptidealen von K. Somit 1st ‘ S !
.K(j(&) /K der Hilbertsche Klassenkdrper. |

. .’?(' . . I -
Indem man den Hauptsatz auf XK= Q(¥), J= e{?‘ mit 1 Primzahl 42

und die Jacobische A zu der Kurve. y2= 1-xt mit geeigneter Ope-
ration von A)K und irgend einer iiber 4 definierten Polarisation
4 anwendet, erhdlt man, weil jetzt k,K¥=K*, einen Satz von

- Stickelberger (Math. Annalen 37, 11890): Zu jedem Ideal s von 7 %]
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gibt es ein ,44 ¢ ZLI1 | g0 dap Ng =pfiund 0 xt=( )
1 .
1-

~ist Dabei ist g = —2—.- ‘(= das Geschlecht der Kurve) und

v Gal(K/Q) durch ¥, ( ]‘t) [ festgelegt.

"R. Baeza: Konstruktion von abelschen Varletaten mlt

komplexer Multiplikation.

In diesem Vortrag wurde gezeigt daB ein System (F , [le ), das

-aus einem Zahlkérper F von Grad 2n iiber @ und n verschiedenen
. Isomorphismen @; von Fin ( besteht genau dann ein CM-Typ

ist, wenn F eine total imaglnare quadratlsche Erweiterung K

. eéines total reellen Korpers K enthdlt, so daﬁ die Isomorphis-
. men ¢y (1<J.<n) uber K nicht paarwelse kon;]uglert komplex sind.

In - einer abelschen Varietit (A,i) von Typ (F, . {g’lg ) kann man
"~ einen 2n-d1men51ona1en Z-Modul # in F finden, so daB A ana-

lytisch :Lsomorph zu & /D(/m'), ist, mit D(44 )= {(cx‘ yeoos "3 ny -

ue/m}. Ist nun (K, % ) ein CM-Typ (X total imagin&dre qua-. :

~dratische Erwelterung eines total reellen Kodrpers K ) und

/D(/m) die abelsche Varietat dazu, ‘so entSprechen die nicht
entarteten Riemannschen Formen E auf ¢ /D(zsﬁz/) mit der Elgen-
schaft E(S( ¥ )u,v)=E(u,s( r Yo )7 u,ve &8, fe K(S(f)=dia s yoous ]

o ."den Elementen Y& K mit - ]’ ¢ K, total pos;Ltlv und Im § l>O. :

UFG
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Dann s:Leht die Form E folgendermaﬁen aus:
E(u,v) = .Z ¥ 1(u".\7; = 'a.v.) v u, v eC™ .

Zuletzt wurde gezelgt daB fiir einen prlmltlven cM-Typ (X , {4;’1‘,
mit abelscher Varietsat (4,2) gilt: K ist genau dann ein Defini-
tionskérper fiir (A, 2), wenn A iiber k definiert ist und k> K*
(dabei ist K* der Korper des dualen Typs. (K* , {Y § ) sed 2w

(&, W’) )).

Jdo. Ritter: a -Multiplikationen von abelschen Mannigfaltig-

kelten iiber beliebigen Korpern.

Betrachtet werden abelsche Mannlgfaltlgkelten iber k mit:
FC End(A) ®Q, wobei F. Zahlkérper ist. Es gilt dann: | F: Q|<2d1m A,
und Gleichheit impliziert, dap F in End A@@_ sein eigener Zentra-

‘lisator ist. Sei nun die Gleichheit enflillt und auferdem

‘f’w |

)
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A FnEnd A =R der Ring aller ganzen Zahlen von F; (A,F) héiﬁt-
. damn prinzipal. Eine a -Multiplikation zwischen (4,F) und

“(at, F) ist eine Isogenie ; : (A,F) —=—> (A4, F), so dap ,
Ck( '107 x)=k(nx) ist fir elnen (geden) allgemeinen Punkt x¢ A.'_ ]
.- Es wird gezelgt. (O) A" ist bis auf Isomorphle elndeutlg be-

' Im Fall der Charakteristik O hat man: ¢7/D(3)  ist eine ¥@7% -
Transformation von § /D(1) (mit ¥¢ M~ 1) und jede lso?enle
‘hat diese Gestalt. (Die beiden Tor1 sind dabei vom Typ (F {7 l), .
(Iz und - b s:Lnd Ideale aus F (pr1nz1pale Torl)) Insbesondere'

- gibt es zu einem Typ genau h(=h(F) -Klassenzahl) nlchtlsomorphe
Tori. S '

G. Frey' Separable Isogenien als Gz-Multiplikationen. g A

' Es wurde folgender ‘Satz bew1esen._ (Voraussetzungen wie oben) »
~'Sei A eine separable Isogenle von (A,F) auf (A',F). Dann gibt
' es ein Ideal O des Rlngs R der ganzen Zahlen von F, so daf . 2
- iiber R 1somorph zu Ay ist. | |

" R, Berndt: Primidealzerlegung des N ~ten Potenzhbmombrphismus.

“wurde referiert:

.~ Sei (F, {%} ) ein CM- Typ, (K*, {713 ) das Duale dazu und (4, 1)
eine abelsche Mannlgfaltlgkelt vom Typ (F, {c," '), definiert
iiber einem Zahlkorper k. (A,i) sei prinzipal. Ferner seien p

~ eine Primzahl, ¥ ein Prlmldeal von K¥, das p teilt und f 'ein
Primideal von k, das )’ teilt. ‘Dabei sei p so beschaffen, daB A
keinen Defekt fir ? (zgute Reduktlon fiir r~ ) hat und p in F
anverzweigt ist. (&, i ) bezeichne die Reduktlon vor (Al) mod ?

Ea

%, den N4 -ten Potenzhomomorphismus von A auf A X und = den
n g - | |

¢
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Einige Tatsachen aus Shimuras Theorie der Reduktion mod‘? wurden“'
zusammengestellt und der Shimurasche Beweis des folgénden Satzes’

. stimmt- . , N o

() v(,lm)-n(m) S (‘2‘); Am)& ";)dzz BT

(3) rh>8 & k((hx)vk(zx) : -°3/u-A' - A'Z mit md, =J |
“(4) Hom (A AJ] )= 2 h -1 3 Jede IsoPenJ.e 1st ‘eine Multlpllkation. -
(5) A' T A'%. <=y oz Zrmit einem’ D‘c R. ' o

o ®
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N’?—ten PbtenzéndonMm von X, Dann gil*l;N
(#9) T X% ist ein Ideal von F und (X Ng y L f f} ) ist

eine’iT % Transformation von (4, ). |
(~2) Es glbt ein o~ &F mit 1 ( f"o)=: und es gilt

ey = E (N A)"‘
- QMT"?Z ‘

H. Lange: .Polarisierte abelsche }Va'.rieté;ten vom Typ (K, {r{lj ).

Es wurde der Typ einer polarisierten abelschen Varietit defi- .

- niert und ein Kriterium fir die Iéomorphle zweier polarisier-
“ter abelscher Varietédten mit derselben ‘zugrundeliegenden Varie=-

tdat vom Typ (X, (C‘fl)) bewiesen, sowie ein . Kriterium fir die
Existenz einer polarlslerten abelschen Varietiat von vorgegebe-—

nem Typ ﬁﬁawbgm

U. Stuhler: Das Transformatlonsverhalten polarlslerter abel—

scher Varietiten vom gleichen Typ.

AElnem Tupel polarisierter abelscher Varietiten P y P4 vom selben :

verfeinerten CM-Typ (X, (Cf’i) £, ) werden eine Invariante -
{P1.P'j— (,£f(A)), némlich elne bestimmte Klasse hermite~
scher Formen, zugeordnet; dabei ist A :(4,i) - (A1,1 ) eine
o -Multlpllkation. Es wurden elnige fir den Hauptsatz nutzllche
Propos1tlonen bewiesen. ' ’

B, Maus:“ Beweis des- Haup_tsatzes der komplexen Multlplikatlon

abelscher Varietidaten.

- Der Hauptsatz lautet: Sei (K*,( r:f*)) ein prlmltlver CM-Typ und

(K, (g )) der duale dazu. H, bestehe aus dengen;gen Idealen

von K¥*, zu denen ein m¢ K ex1st1er_t mit T C“- = () und

T(n) =pi . (Dann ist. H, eine mod 1 erkldrte Idealgruppe aus
'K*). Sei (4A,i) eine abelsche Varietdt vom Typ (K,(¢ )), [ eine

Polarlsatlon von A und sei k, der Modulksrper von (4, 7). Dann
ist k K* der (unverzweigte) Klassenkdrper iiber K¥ zur Ideal-
gruppe HAO. '

Der Beweis stiitzt sich wesentlichv auf die Ref'du.kti'on abelscher
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- momorphismus 1‘? eine - |

- Varletaten. Daher ist zuerst nachzuwelsen, daB alle auftreten—~. a
~ .den algebraisch—geometrlschen Obaekte 0.E. so gewsdhlt werden o
kénnen, daf sie iiber einem algebraischen Zahlkodrper k erkldr-

bar sind; k enthalte K*, Die Berech.nung von [(a,k K*/K*)]

(s. S.76) fiir einen Frobenius 6, = (f k K*/K*) benutzt einer—
seits das Resultat aus S.79, wonach der }Z(? -Potenzierungsho-' |
~Multiplikation ist, und andererseits a&., _

Berechnung inverser Bllder von Zyklen unter u,; . Man erhalt

1 = (u gz Zfl(y))

~ Der Rest des Bewelses folgt aus der Klassenkorpertheorle. -

- -‘E.Mats, G'dtvti’ngen B
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