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Arbeit.sgemeinschaft über die Arbei ten von SHIMURA

zur komplexen Multiplikation

13.4. bis 17.4'.. 1971.

Die. Arbeitsgemeinschaft .beh·andelte diesmal unter der Lei tung

von R~Langlands (Bann) Arbeiten von G.Shimura zur komplexen

Multiplikation. Aus dem umfangreichen Werk Shimuras zu diesem

Thema wurden zwe.i typis·che Resultate gewählt: 1.) Die Kon- .

struktion von Modulmannigfal tigkei ten [1J und 2 .') ,Die klassen':'

·körpertheore·tische Beschreibung, der Modulkörper [2J. Bei" 1.)
. "

handelt es sich darum, algebraische Faser-Mannigfaltigkeiten

zu konstruieren, deren Basispunkte eineindeutig den Isomorphie­

kl~ssen abelscher Varietäten ~ines gegebenen Typs' g (d.h. mit
• "I')

Polarisation, ~ndomorphismenring,N-Teilungspunkten), entspre-

chen qnd deren Fasern jeweils e~nen Vertreter der entsprechen­

den Isomorphieklasse darstellen. ,Die konstruierten Mannig­

faltigkei ten. si'n'd' universel:l .und in ari thmetischer' Hinsicht

folgendermaßen ausgezeichnet: Der betrachtete-Typ. Q bestinunt

einen algebraischen Zahlkörper k
n

, über dem die· Faserrnannig­

~altigkeit derartig erklärt werden kann, daß kn(u) für jeden

Basispunkt u der. Modulkörper der Faser über n ist.· Der Modul­

körper k
Q

(u) 'erfährt dann· ,in 2.) . für abelsche Varietäten mi t

komplexer·Multiplikationeine'klassenkörpertheoretische Kenn­

z~ichnung als abelsche E.:'l:wei terung eines gewiE?sen" ebenfalls"

durch den Typ Q bestinunten Teilkörpe~s K' in k
n

.

[I) G.Shimura, Moduli and fibre systems of· abelian varieties,

Ann~ of Math. 83, 2~4-338 (i966).

[2) G.Shimura - Y.Taniyarna, Complex Multiplication of ~belian

varieties, Publ. of the Math., SOCa of Japan 6 (1961).
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E. Gottschling:· Riemannsche Formen,. f} -Funktionen,Parametri":'
.sierung .polarisierter abelscherMannie;faltig-

. kaiten durch die Siegelsehe Halbeben'e, Ein-,

bettungen in irN(t~ ).'
. , .

.Essei4 ein Gitte~im.(CnmitRang.1=2n. Eine'Riemannsche
'. Form auf dem komplexen Torus,n/Ö . ist eine alternierende .
R-bilineare':F~'rm r:{nlC (in - TK.,' mit r( .1,d )~.l., . .. ". _
(z,iw)=t(w,"iz), ··t(z,iz)~O,Z,W.f[n.Eine· holomorphe Funktion'
e im' {n heißt Thet~funktio~ zuL1 , wenn @(z+w)= @(z)exp(so(z)l,

. '. z f {n, .fNE6 mit einer linearen Funk~ions,->gilt. Jede Theta~... '.

funktion induziert eine Riemannsche ,Form. Ein komplexer Torus,.
auf' dem eine nichtausgeartete· Riemannsche. Form existiert, .ist .

eine abelsche Mannigfaltigkelt ~ Zwei' RiemannscheFormen·. '(,. (' .
auf.tfn/~ . heißen äquivalent, 'wennk (~k'( .., mit geeigneten': ..

k,k' [lA/gilt. Jede Äquivalenzkiasse von nicht ausgearteten Rie- ....
'.. mannschen Formen heißt Polarisation von {n/1\ •. Bei geeigneter

Basiswahl im (fn besitzt L\aJ,s Basis' die Sp~lten einer Matrix
. . . . . .

(Ze), wobei Z ein Punkt der Siegelschen Halpebene . "On ist und .

e = diag [e1 Je •• ,en }, e11 el. 1··· I t"" die Diagonalmatrix aus den
Elementarteilern von"t • Durch Übergang zu einer äquivalenten"

Form ka'1n e'1=1 angenommen werden. Zwei pol~isierte' abelsche
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M~igfaltigkei ten mit .ii.l dieser Weise normierten Riemamlschen

Formen sind genall dann 1 S01110~Pfl, ~r!enn die zugehörigen Punkte in

der Siegelsehen Halb~bene durch eine par~modulare Substitution

aUSeinaIlder hervorgell::~n. M.i t lLi.J..fe 'von Th~tal~eihell 'tlird gezeigt,

daß jede nj.cht ausgeaI"ttete Riema}1-L~sche Form dUT·C}1 Tlletafll.nl<:tionen

ill(ltlzi~el.. t \"!ird. Die zu einem festen Exporientensystem s!.-J , (J l. /:)

gehörigen Thetafunktionen bilden einen' ( -Vektorraum L der Dimen­
s"ion det (e). Der zum Expon'entensystem ms"-l , ~ c 6 , .m eNgehörige

Vektorraum Lm hat daher die Dimension· mn·det(e) =: N+1o Es sei

go, •• o,gN ·eine Basis von Lm• Für m>3 wi~d durch .
(z,Z) i~) (go(z~Z), ••• ,gN(z,Z», (z,7)e .in

w t-n ein Isomorphis­
mus von rfn//) auf eine abelsche Mannigfaltigkeit Ae(Z) im· pN(ti)
gegeben. Die Nullsteilenmengen der Thetafunktionen aus Lm liefern
für m~3 ein amples vOlist. l~neares System von Divisoren auf
Ae(Z), welches genau aus den Hyperebenenschnitten von Ae(Z) be-·
steht~ .

P. Gabriel: Der Chow-Punkt eines positiven Zyklus im pro.jektiven"
Raum 0 Anwendung auf den Modulkörper einer pol~r-isier­

ten abelschen Mannigfaltigkeit.

Jedem positiven Zyklus Z der Dimension*r im projek~iven Raum ~n

\-lird ein positiver Divisor ',"D(Z) in Pn(r+1) zugeordnet. Dabei

besteht der Träger von D(Z) aus allen Folgen .(Ho ' - ,Hr )6P:(r+1)
von Hyperflächen, die den Träger von Z gemeinsam schneiden. Hat Z ;
~en Grad d, so hat D(Z) den Multigrad" (d,d, -- ,d), d.h. es wird

_ durch ein multihomogenes Polynom des Grades (d,d, - ,d) beschrie­
ben~ Die Koeffizienten dieses Polynoms sind 'die homogenen Koordi~

naten des Chow-Punktes C(Z)(-t?m-;rn.{d:n) r+1 von ·Z.

Sei nun V eine' projektive Varietät- und L ein sehr" "ampIer" inver-­
tierbarer Modul auf V mit G:i:'~,"Rv,L) = n+1. Bez'eichnet k· den Grund­

körper, so bestimmt jeder Isomorphismus ~:kn+1 =r(V,L) eine
Einbettung f': V -. "l?. Die Chow-Punkte C(f;V) der Bilder fl(V)n .. .
spannen eine lokal abgeschlossene Untervarietät eines projektiven

Raums iPmauf. Diese_ Varietät F(f, V) und ihr Abschluß F(f,V) in
~ liefern eine Invariante der IsomorphielClasse von (V,L). Ins­
besondere ist der kleinste Körper, worauf F(f,V) als Unte~varietät

von Pm definiert werden kann, von Bedeutung.
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K. Legrady:. Einführung des Definitionskörpers. Beweis von
Theorem 5 0 1 in (11 •

Zu jedem Typ 11. " (T, m,v 1 ' ••• ~vs) mit Teilungspunkten gibt es

.einen algebraischen Zahlkörper' k A .mi t folgender. cha~akteristi­

scher Eigensc,haf't: .'Genau dann :'ist ein Automorphismus, b .von ( '.'

die Identität auf k..a..' .wennmit :l =(A, t ;. t 1 ," ... 0 ,ts ) auch {pt:".
vom Typ ..a. i at •.

n ' n
Für jedes .J vom Xyp A ist k..a..·. im Modulkörper von J enthalten.

'Be·im Beweis wird die Existenz von· Faser~annigfaltigkeit.en abel­

scher' Varietäten vom· Typ.1l. benutzt.

H. Helling: Konstruktion einer universellen Fasermannigfaltig- ..

keit f-= iV,Wzh,fa~ .elliptischer Kurven mit

~-Teilungspunkten.

Herstellung eines .singularitätenfreien. Modells für den B~sis~'

z--aum V (Zarisk!-of'!en in ein.er pro jektiv' normalen Kurve ) mit

Hilfe automorpher FormenzurHauptkongruenzgruppefN der Stufe

N ~ V;; ~,,\ ~. (} = obere Halbebene).Konstruktionvon Waus. .

der gering~ügig 'modifizierten Weierstraß-Normalform für·Gleichun­
gen vom 'Geschlecht 1. Reduktion des Definitionskörpers nach

. A. Weil. Ergebnis: . 1- ist über k..a.. definierbar und bis auf bire­

guläre Tr'ansformati6n über k,_'l eindeutig bestimmt und ,hat di~
. .' . .~'

folgend'en Eigenschaften: Jede'. Faser. 'ist vom Typ 1l.. ; :J-, enthält·

jede PEL-Struktur vom ~yp -fl.bis.',auf·· Isomorph~e geriau einmal als •

Faser; die, K'oordinaten eines, Punktes' U von V -er.zeugen de.n ~ödu·ln-·

körper ,über 'k -n.. der Faser über U.' Jede Fasermannigfalti'gkeit von

PEL-Strukturen elliptischer Kurven vom Typ.ll. kann regulär. in ~~

geworfen werden.

K. Kiyek: Konstruktion einer universellen Fasermannigfal tigkei t ."

Es wird gezeigt: Zu vorgegebenem Typ -0- = (e; a 1 , ••• ,as ) gibt es

eine. Fasermannigfaltigkei t .J ~ (V, W, f , h, Y, f 1 ' ••• , f s ) mit folgen­

den Eigenschaften: Y=Hn/;-· ist Zariski-offen und singularitäten-

frei, desgleichen W. Ist zt' Hn , so ist (Ae(z)~(e(z),t1(z)'06o,ts(Z»

(d.h. die durch den Typ il de~inierte polarisierte abelsche
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.. Varietät) zu genau einem ~ ... (Faser ·vonr-) isomorph (u€ V);

es ist sogar jedes ~. vom Typ.Q zu genau· .einem ~lJ. isomorph.

Hierbei wird vorausgesetzt: n >1, r (=Me (a1 ~ ••• ,as )) hat keine

Elemente endlicher OrdnUng,· operiert also fixpunktfrei auf H •n

Go Rarder: ·Fasersysteme bei beliebigem r 0

In diesem' Vortrag wurd'en Fasersysteme von. einem Typ:.fl. betrach-·

tet, für die die zug~hörige Gruppe ~ nicht notwendig torsions­

10 s ist. Es wurde gezeigt, daß man auf H I r die Struktur" einer. . ' n
quasiprojektiven alg~braischen Mannigfaltigk~it'erklären kann
und daß es zu jedem Fa~ersyste~

• 'fI' : W' - VI

mit normaler Basis V· und Fasern vom Typ n. einen wohlbestimmten
Morphismus

'r : V'- ~/r

konstruieren .kann, der ·die folgende Eigenschaft besit"zt: Ist -a. *.
ein "feinere,r U" 'Typ als Jl so daß die zugehörige Gruppe', r *
torsionslos ist und ist

_ ein Fasersystem vom Typ Jl. * über W'- V', so· ist das Diagramm

V''· r",. 'H Ir *. n .

L rJ- i
V' --:') Hn/r

kommutativ. Dabei ist ~"der Morphismus, der die ~iverselle

Familie auf Rnl r *, die nach dem vorangehenden Vortrag existiert ,

in die gegebene, Famili·e auf V" überführt. Es wurde dann noch· ge­

zeigt, daß der Körper k..a. als Definitionskörper für HJr gewählt

werden kann.
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M•. Kne,busch~ ,'Au'ssage des 'ersten Haupts'atzes' (S .128) aus

"Shimura, Taniyama, "Complex Multiplication'
cf abelian .Varieties", und, Beispiele '.

Zunachstwurde erklärt,. was man unter dem .Typ (K,.{ f i~' f)
'einer p~inzipalen einfachen ~belschen'·Varietät,mit komplexer
MultiplIkation und Polarisa1;ion.S> =(A,i, 't) zu verstehen 'hat •. '.

.Auf der Menge der Isomorphieklassender J>von fest~m Typ' über

. t hat: man einen' "Abstand" I J 1 : J$ .mi t Werten in der Gruppe

~(K) de'r eindimensionalen nichtausgearteten positiv definiten,

her1lliteschen Formen (6,r )/~K .{ 6 Idealvo~ . -OK' 5' totalposi­

tivim 1;,otalreellen Teilkörper Ko vonK,.· .~b. =( S' )~o .' Sei nun .. '.

·k/ f{) 'e'in galoischer Zahlkörper , ' über ·.dem .eine' vorgegebene

Varietät: r =(A, i, t ) definiert ist und k:> K. Dann umfaßtk auch

den dualen Körper K* := {fl (l.~nlo/.·I rG K }) und es gilt:
, ., . ',,' ".. 1, .' , ' , 0

.Genau dann hat 'zu einem 6'" 6' Gal(k/~ ) die 'Konjugierte :? den-n " '
selben T'yp' wie v " wenn l) den Körper K*' festläßt , und g'enau

dann ist, überdies' :fC'" ::; S, wenn' G'" auch de~ Modulkörper k von
.', ~ ~ . 0

. (A,' (1) fe.~tläßt. Daher gi.bt (;- -) (J> : -i ). eip..en Monomorphis...

mus'

Gal (koK*/K*) C--~.'. ,( (K) •

.'

lnsbeso,ndre ist koK*/K* abelsche Erwei terung. Der Hauptsatz be~ .

.. ·..·sagtzum: Sei (K*,' [Y'1'.o.)'Ym }.) der duale Ty"pzu (K, {r1, •• o/r~J).
koK*/K* ist überall unverzweigt und für das Artinsymbol

( ••• ,ko~*/K*) gilt: tI

[(Oz, k K*/K*) 1 = ( ~c71~ , N,,,, Ql' ).(i .e(K) •
o . 1 '", ./(() ,

Ist A eine· elliptische Kurve, also, K/ (JJ ,imaginärquadratischer

. Körper, so ist K*=K und k o= Q( j (A» und der· Kern des Artinsym­

bols bes~t,eht genau aus' den ,Hauptidealen von K. Somit ist

,K(j(A),!K d'er Hilbertsche' ~la·ssenkörper.'

. Indem man den Hauptsatz' auf K= ~( ! ), J:: e ~(. mit I Primzahl 1=2

und die: Jacobische A zu de~ Kurve· y2= 1 - xl mi t geeigneter Ope­

ration von .AJ'K und irgend einer über (I) definierten Polarisation

't anwendet" erhält man, weil jetzt k~K*=I(*, ,einen Satz von

Stickel.berger (Math. Annalen 37, :1890): Zu jedem Ideal )1 von 2C'51
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gibt es ein ft ~ Z ( 1) - t ~o daß Na -=rft-und il cJl ~=( ."")

1 " I
- ist. Dabei istg =1;1 -(=das Geschlecht der Kurve) und-

'r i €.. Gal(K! (Q) durch Y'i-( f) = r festKelegt.

R. Baeza: Konstruktion von abelschen Varietäten mit

komplexer Multiplikation.

In diesem Vortrag wUrde gezeigt t d~ß ein System (F', rriJ ), das

"aus -einem Zahlkörper F v'on Grad' 2n über. Q und n. verschiedenen

Isomorphismen Cf i Vtrn. F in tf .besteht, genau dann ein CM-Typ

ist, wenn F~ine total imaginäre quadra,tische Erwei terung K

_eines total reellen Körpers Ko enthält, so daß_die Isomorphis-

.'me~fi (1ii.$.n) -über K nicht paarweise· konjugiert komplex sind •

. In ',~iner abelschen. Varietät (A, i) von Typ (F,.· {Cfi ~ ) kann man

einen 2n-q.imension·alen l -Modul /A.", , in F finden, so daß A ana­

lyti~ch- isomorph zu (' n/D(4'~) ,ist, mi t D·Vol-z..) = {( «Cf 1 , • 0 0' tltcf n) I
0( t r?~ J. Ist nun (K, {Yi ~ ) ein CM-Typ (Ktotal imaginäre qua-·

. dratische Erweiterung eines-total reellen Körpers Ko ) und

',fm/D( 4lf,)' die' abelsche Varietät dazu ,so entsprechen die nicht·v . . - "

entarteten Riemannschen Fo~men E auf (fm/D·(Mtl.1 mi t der Eigep.- VI, ....

. ( (r) ) - ( ( ) ) +1 . ..... /~ m r « p.6 ) • ;'f~ 1T1-~1. ). schaft-E S . u,v -E u,S I. ~ ." U,v e- 'J, ,)f K S } =d~~:- . ,00-,/ :r
den Elementen rG- K mit -1 c: Ko . total- positiv und Im J _.~>O. .

Dann- sieht die Form E folgendermaßen aus:

·m , 'f'
E (U, v) =.2. r i (ui vi - üi vi) !;/ u, v G 4: m •

'" =1) . .

Zuletzt wurde gezeigt, daß für einen primitiyen 9M- Typ (Je , /f i ~ )
mit abelscher Varietät (A", 2) gilt: K..ist,- ge'nau dann ein Defini~

tionskörperf'ür (A, 2), wenn A über k definiert ist und k;) K*

(dabei ist K* der Körper des dualen Typs - (K* , I 'r i~· ) .S&ii= ~(A..

(K,\cfi~ ».

Je Ritter: ~-Multiplikationenvon abelschen Mannigfaltig-

keiten über beliebigen Körpern.

Betrachtet werden abelsche Mannigfaltigkei,ten über k mi t:

F c. End(A) ® Q , wobei- F Zahlkörper ist. Es gilt dann: IF: Q1.$.2dimA,

und Gleichheit. impliziert·, . daß F in End A@~ ~ein eigener Zentra-

'lisatqr ist. Sei nun die Gleichheit"eDlillt ~d außerdem
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F "End A =R der Ring aller ganzen Zahlen von F; ,(-~,F) heißt,

dann. prinzipal. Eine ~ -Multiplikation zwischen (A,F) un~

.' (A f ,F) ist eine Iso~enie - i\n: (A,F) ,--> (AJz ' F), so daß '.

.k{ \" x) ~ k{ tT1x) ist für' einen (jeden) allgemeinen Punkt· x( A.

,-Es wird. gezeigt: (0), At ist bis auf.I~omorphie eindeutig be­
stimmt·· . - ,

.(1) ~(ilOl)~N(~I·) (2)A
Ol
)b' c ' tlon,

(3) fit ':> ~ .;:.' k( th x) :> k{ 0 x) '. c;? 1 f: A.h -'> ..: AI mit~J~ = ~b
. . 6

(4) HomR(A,Ah)= .Jdz ~-1 '; jede Isopenie ist eine Multiplikation.

(5) Ah.lr Ai . <=) 0l:6tmit einem' (f e R. . .

Im Fall :der Charakteristik 0 hat man: 6 n/D(a) _ist eine~~·'b

Transformation von <f""'/D( ()1) (mit.:t" G !Jl b-1 ) undjedelso~e~ie
: hat diese Gestal t •. (Die beiden Tori sind dabei vom Typ (F, I<;i~) i .•

d>. . und . b sind Ideale aus F {prinzipale Tori». Insbesondere'

. gibt es zu," einem ,Typ .~enau h.(=h(F) = :Klassenzahl) ni"chtisorilorphe

Tori.

G. Frey: .Separable Isogenien als' m~Multiplikationen.·

Es wurde f,olge'nder' Satz bewiesen:' (Voraussetzungen wie oben)

.Sei. ;t eineseparable Isogenie von (A,F) aUf{Af ,F). Dann gibt

es e·in· Ideal, Cl d,es Rings R 'der ganzen Zahlen von F,·. so daß" 4
über R isomorph zu ~~ ist.

R. Berndt: Primidealzerlegung des Ny -ten Potenzhomomorphismus. tI
Einige Tatsachen alis ShimurasTheorieder Reduktion mod f wurden'

zusammengestellt und de'r Shimurasche Beweis des folg~nden Satzes'

W\lrde referiert:

Sei (F,{Cfi~ ) ein .CM:"Typ, (K*, {'r~~ ) das Duale dazu Und' (--A,i)

eine abelsche MannigfaltigkEüt vom Typ (F, l eri ~' ), definiert

über einem Zahlkörper k. (A,i) sei· prinzipal o Ferner ,seien p
eine Primzahl, tein Priinideal vori K*, das p . teilt und' r .' ein

Primideal ~on k," das t teilt., Dabei sei p so beschaffen, '~aß A

keinen Defekt für 7 (~gute Reduktion für 1 ) hat und p in F

unverzweigt ist. (A, i) bezeichne die Reduktion von (A i) mod r '
I""- ,,--Nv I .

. ~1' den N1 -ten Potenzhomomorphismus yon A auf A« und ~ den
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NIIm-ten Potenzend~,4i"M~ von A. Dann g11t;,. .
r N- ~.ar

( t1) 7i ~ ist ein Ideal von F und (1 J , i , ~ ) ist

ei~e Fö\. r-' .Tr~Sformation~on (A, .L).
(i~Z.) Es gibt ein '';'-06F mit t ( r.-o )= ~ und es gilt

---.','(N -.~.)toc.(~o ), ::
0(. ~/l\tI '.

H. Lange: .Polarisierte abelsche Varietäten vom Typ (K, {eri ~ ).

Es wurde der Typ einer. polarisierten abelschen Varietät defi~ ~

niert und -ein Kriterium fü~ die Isomorphie zweier polarisier­

ter abelsch~r Varietäten mi t dersel~en" zugrundeli'egenden ~arie-:­

tät vom .Typ (K,( <ft» bewiesen, sowie· ein Kriterium für die

Existenz einer polarisiertenabelsehen Varietät von vorgegebe-

nem TYP~.

u. Stuhler: Das Transformationsverhalten polarisierter abel­

scher Varietäten vom glei.chen Typ.

Einem Tupel polarisierter abelscher Varietäten P,P1 vom selben

verfeinerten CM-Typ (K, ( Cfi) ,fo) werden eine Invariante '

{p1: P ~ = (01, f( tl » ~ nämlich eine bestimmte Klasse hermite- .. '
scher Formen~ zugeordnet; dabei ist ,1 :(A,i) -4> (A1 ,i1 ) eine ..

.~-Multiplikation. Es wurden einige fü~ den Hauptsatz "nützliche
Propositionen bewiesen.

E. Maus: Beweis des·Hauptsatze,s der komplexen Multiplikation,

abelscher Varietäten •

. Der Hauptsatz lautet: Sei (K*, ( ~ * » ei.n primitiver CM-Typ und

(K,(,» der duale dazu. Ho bestehe aus denje~~gen Idealen
von K*, zu denen ein f1 f K existiert mit iI 01q ~ ::: '( r) und

Vi( 07.) == flF ·.(Dann ist .Ho eine mod ~ erklärte Idealgruppe aus

. K*). Sei (A~i) ~ine abelsche Varietät vom Typ (K,(f », reine

Polarisation von A und sei ko der Modulkörper von (A, r ). Dann

ist k K* der (unverzweigte) Klassenkörper über K* zur Ideal-
o .

gruppe Ho.

D.er Beweis stützt sich wesentlich auf die R~'dukti'on abelscher
.-
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Yarietäten~ Daher .ist·zuerst nachzuweisen, daß alle auftreten-
. .

.,"den ~lgebraisch-geometrische·n Objek~e ·o.E. so .gewählt werden" .

können, daß sie. Über .einem algebraischen.Zahlkörper k'erklär­
bar sind; k enthalte K* •.Die "Berechnung von C( d1 ,k K*/K*)l

. ". 0

... (s.S. '·6) für einen .Frobenius ~r= (r, koK*/K* ) benutzt einer";'.

. seits 'das Resultat. aus S.J ,wonach der 1l( i )-Potenzi.erungsho~
momorphismus r.-

1
eine .. 11dI-Multiplikation ist ~ und andererseits (t':,

Berechnung inverser. Bilder von Zyklen unter ~. Man erhält

'L~ll~ ([.: ;r'!!, N( 1»0>'
Der Rest "des Beweises.folgt aus der Klassenkqrpertheorie.·

'EoMaus, Göttingen

fJ

•

•
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