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"~1ATHEI1..l\TISCHES FORSCtIUNGSlrlSTI1;U'l" OBER\AI0LFACfI

Tag u n 9 s b c- r ich ~ .2~/1972

Numerische Methoden bei Dift~~~~tialgle~chu~gen"

An der Tagung über Numerische Methoden b~i'Differentialgl~i-
. .

chungen,.die unter der Le~tung von J.~l~~eciht (C~austhal-Zeller-

feld). und L.Collatz (Harnburg) stand, nahmen vIissenschaftler aus ..

8 Ländern "teil. In zahlreichen Voitr~gen ~urd~n versch~cdene

Methoden zUr Beha·ndl~ng von Differen·tialgleichungen besprochen ..
~ • ....... I' • • •

und ~in 'Uberblick über de~ derzei~igeri"Sta~d:de~.~brschu~g ~er-.

rnittelt.

Gemäß ihrer nuInerischen Bedeutung hatten Disk~et,isi~ru!1gsver-'"

fahren fiJr Anf angs- . und Randwertaüfgab·en sO~lOhl gewöhnli·cher ..

als auch partieller Differentialgleichungen .einen. großen Anteil· ..

am v?rtragspr9gramrri. "~ie~be'i wurden besonder~ .Fr;agen der. ~o~ver~.·

genz,' de;r Stabilität und der Auffind.ung .numerisch·'·verwertbarer
, .

Fehlerschrankert besprochen~

"Be.sonderes Interesse fanden vorträg~,. de.:ten" Pr"oblemformulierung ..

unmittelbar der 'Praxis "e·ntnommen ~,aren. "Es sei" nur.' 'a~f" 'die"' Stiqh- .:..
. .

worte' Populationsgenetik", 'Turbule~~theori~ und "Sate~litenbahn~~'

hingewiesen ..

Neben .der Erörterung 9f~ener "Fragen, die Anlaß. zu·· .neuen 'Unter-"
~ . . ..

suchungen' ge1?en sollten, s't"anden auch MÖgl.i"chkeite·n .e"ine~ st~rker."

. anweIldungsbezogenen Aüsbi,ldungvon Mathema:tikstudent~nimMittel-
, ' .

punkt ein~r allge~eine~ lebhaf~en Diskussiön •. ·

Besonderer D.ank gebührt der Leit·ung· de~ Hauses:,· di~· ~u~Gh,eine

vorbildliche Betreuun·g :und· Org:ani~atio~..eineri harm~ri.i~chemAblau{·':·
..

der Tag:ung ermöglichte •. ~ ..

Teilnehme'r

H .Ade, Main'z.

J .·Albrecht, Clausthal '".

R.~nsorge, Hamburg .

R.·E • Barnhi11, Uxbr.i~ge

G. Bertram, Hannover'

W.Börsch-Supan, Mainz

" .E. Bohl, "Münster .

H .. Braß, Clausthal"

~.Broso~sk~, Götting~n

H.Brunner, Halifax

J.C.~~tcher, 6utidee

L.Collatz, Hamburg
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'L. El~ner, .Erlangen

H.·Engels,' Jülich

P.Forster, Hannover'

,E.Gekeler, Mannheim

K. P. Hade.ler, 'Tübingen ,

Hersch "Zürich

H.Hofmann, ~rlangen,

W.Hofmann', Hamburg

',D.K~~sba~ei,'Oberpfa~fenhof~n'

~'.l~elle'r~ "Aacheh'

, , W.'Kollmann, Aachen

H'.. -'J • Korns taedt, Ber'l in ,

H. -,0. Kre'iss, Uppsala

J.D.Larnbert, Dundee

'F. Lempio ~ Harnburg'

F. Loche~ ,', Tübingen

R.Mischak, Wien'

J .L.Morris, Dundee "

vortragsaus'züge

MUhlbach, Hannover

W. Niethamnler , ,'Mannheim

r.p6s~elnicu, BUkarest

V,.Rathscheck, 'Hamburg
, ,

'A.Sachs, München

S .Sarll.lan, ,~lalTstha.l'
, ,

,:M'.N~Spijker" Leiden

,H~J.Stetter~ Wien

,W. Törnig,' Darinstadt ,

'!'.Toma,: Buk~rest"

W. Wal ter , ' 'Kar'~'sr~he

, J~J~~einitschk~" Berlin

B.W~rner, HaIruJurg

H.Werner, Münster

,W.Wetterling,' Enschede

J~R.Withemari, Uxbridge

" W~ßkircheri ,. ' st '. Augustin'"

\.~..1

~ ,

H.J .STETTER: 'Extrapolationsver~ahr'enzur numerischen'

Behandlung von stiff equations'

Nach ein~~'Bemerkung, von Dahlqui~t sind Extrapolationsve~

fahren" nicht für die numerische:L~sung "von" stiff .equations"".· .

geeignet, auch wenn ein.implizites" Basis.;.Verfahreri"" (z. B. . .

.Trapezregeij zugrundegelegt "~drd.: Per Dahiquist t sche "Einwand

"entfällt jedoch,wenn"sämtliche Unterteilungen:des Extra:'"

polationsintervalls eine gerade Schrittanzahl besitzen." Man

kann' vielmehr z'eige~, 'daß 'die auf der Basi'S' de'r Trapez-,

o~er der Rechteckregel:mitieis h2-E~frapolatio~gewortnenen
Verfahren, . A «(1)~s~abil sind, '~it a,ri~he bei '~'/2'; die ~heore-:

tischen Grundlagen für implizite: E:xtr~fl6lati"ons~erfahren"" .

- im' Rahmen d~r Theorie für lirt.·Di~fgln. mit 'k~nstanten

K6etf. - sind also gegeben." .....__ ......

•

------'-----------
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Die praktische.Durchführung erfordert die effektive Lösung

folgender Probleme:

1) Schrittweitensteuerung: Dte für eine vorgegebene Genaui~

keit zulä~sig~n Extrapola~ionsintervalle 6t~ können stark

variieren (z.B. Vergrößerung um einen Faktor 100 nach. .

Durchlaufen eier Anfangsphase ), das .maximale .~tll muß ohne

.großen Auf\aland bestimmt werden können (SpeicheI'ung rele·

vanter Zwischenresultate, 'Fortschreite~"von,.feinerer

zu gröberer Unterteilung).

2 ) Implizite Rechnung: Die Auflö,s'ung' der implizite'n Gle,i

chungssysteme mit dem-Ne~ton-Verfahrenerfordert gute·

·Startwerte (möglichst nur eine Iterat·1.on), die Newton

matrix soll nicht unnötig oft n~u ausgewertet werd~n ..

Bei·einer ,rationellen. atgorit~mischen L~sung dieser Pro

bleme d~rfte da~ implizite ~xtrapolationsverfahrend~s

effektivst~ ,allgemeine yer~~hren zur tium~risch~n LBsung
von stiff equations. '. se'in·..

R.MISCHAK:. Numerische "Behandlung von Differentialgleichungen

Zu~ Erreichung von Stabilität ~ei Verwendung von Mehr~chritt-

.. verfahren hoher Ordnung können verschiedene Verfahren zyklisch

ausgewer~et werden'.· Erlä··ut~rung·eines "r~~~ykl.ischen linear'en
k-Schrittverfah~ens.bestehend ·ausden Verr"ahren ·cP(i).und

Angabe von Stabilitäts'6edlngungen •. Konstruktion. eines.· ...

, ."'korrigierendenu. Verfahr~ns. zu e~ner. geg;ebe"nen Menge ~on

V~rfahren ~nd .vorge·ge~ene~ Nullstellen des für dieStablli

tät.ausschläggebenden .Po"lynoms. ·Dabei wurden zwei :Fälle .
• p • • ~ •

unterschieden.· Es wurde··endlich .dieKlasse .d·er .impliziten

.k;"'Schri ttverfahren .d~·rOrdnUhg 2k-1, die alte in'stabil sind

~nd einen freien Parameter besitzen,. 'bet'rachtet und die

Existenz· von

~tabiien k-1 zyklischen k-Schrittverfahren der Ordnung 2k-1

~tabilen k zyklischen k-Schrittverfahren der Ordnung 2k

nachgewiesen .,
--------------------------------......;"",.--..
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H.BRUNNER: Uber ~lassen von'A-st~bilen liri~a~en Mehrschiitt~

verfahren m~ximaler,Ordnung. ':,

r~'/'1
i

. j

. .

Unter Benutzung eines'Sat~es von. MA~DEN ·über ,die Lage der

Nullste~len gel-l.iss·er .ratic;:>naler. Funl{tion,en' können auf natür

liche ,Weis~ Klassen von. A~stabilen linearen"ZweiSchritt-

,', ver.fahre,n .maximaler Fehleri?rdnung· p,' =' 2 .ge""lonn.e,n 1'lerden,

wobei als 'deren .' zweites, ch~rac'teristisches. Polynom ein 'vqn

gewissen, Parametern abhängendes ' S~hur-Polynom' gewählt't'Tird. ','

Für gevlis'se, ~'1erte di~ser Par~meter.degen,erie.rt,das zuge-,

hörige Verfahren zu ednemEi'nschrittverfahren: man erhält

die Tra~ezregel be~ieh~ngsweise"eine Klasse' ~on Ve~fahren,

'die von LINIGER und \HLLOUGHBY angegeben wurden. Ähnliche ' , ' '_

Iq.een k,önnen zur Konstru,ktion, von (praktisc'h werl'iger inter- , .'

" essanteri), A-s't'ab i'lenlinearen k-Schri t tverfahren mit' k >' 2" ." .

verw~nde,t . we,rden. '

Die Abhängigkeit,des,Diskretisation~fehlersVon d~r Wahl

'der Param'eter wird ,untersucht werden, und, an.hand numerischer.

Bei·spiele. (vo,n. ftstiff' equations") werden zu' v,~rschiederien.

P,arametern gehörige' Verfahren 'ei,nander~.gegenilbergestellt·'.' " ~ .

. . . .. . ..

H·,.O.KREISS: ·Numerische, Methodep für ,A,nfangs'-Randwertaufgabert :" ':'" :......<
....- .' -- - .

Anhand' von einfachen Beispielen wird das Stabilitätsverhaltene',,!

von' Differenzapproximationert fÜr, Anfangs-Randwertaufgaberi ' " " , "

erklärt.; A~ße~de~ wird' ein~~llgemei~e'Stabilitätstheorie' ", , ' ,

entwickelt" die für, Systeme- mit. v~riabieri, Koeffizienten' gilt. ...
. . " .' .

Einzelhe~ ten werden in "Matqernatics of C'Oinputation, .Vol. 26; "
. "...". .

JUl'y 1,972 If' verö,ffentl~cht.· (Z~.samfflen·rn,i t ' ß. Qus tafsson ~ :, .... "
, ... ' " .'

and, A. Sundst~örn)".: :. ,.' ~

,. .

J .R.WHITEMANN: 'Numerical "solution .cf elli'pti,c ·boundary·.

'value .problems containihg singulari ties '. ' .,:: .'
.. ..:. '-:-.- -~:~-.:~- ..' '~ -_:_~ .•. .:. - :~.- " _'. ",

Finite-difference'andfinite,element soititions, to elliptic~

problems havingeither Dirichlet or ,mixed 'boundary, conditions

are notoriouslY inaccurate when theproblems contairibounda~y

singulari ti'es, s'uch as o'ccur' at, some .corne~s .. ' T.his· is due ,t·o " ,,- ~ ". "

the unbo.undedness of .certain derivatives cf the' solution'•.
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. .... -

A very brief·su~vey cf error analysis far rinite~diff~rence
. .

and finite element methods i8 given, and reasons far ~he

failure of o'the ·usoual error b"ounds to cover" the ° cases cf
. .

singular problems is discussed.· Methods ·far incorporating
'. .

singu~ar functions ha~iri~. the fo~m öf the 40rninant part of

. the singul'ari ty to impröve the numerical solution:s. are
.... • •• + ••

described ..Examples. of··, the" us·e.of· o these technique~ far a

model har~onic'mixed bou~dary ~alue problem are' given. As

no exact .s?lution to·this.pro~lem.is known, an ext~emely.

accurate solution computed. by .the ·u·se .. of·a co·nf·ormal
. "

transformation technique is usedforcomparison.- This

transformation techn.i·que· a.r1d its· ,implementation °are' described,.

R.E.BA~HJ;LL: Comput.able errorbou'nds for theo finite eleoment

method for elliptic bounda-ry value problems -

Error bounds far" t~e 'fi~it~ element method for'elliptic °

bound.ary value problems are" ~frequently cf· the. ~orm. .

IlRemainder-11 < Khn 1.l~llwherehis a mesh parameter tending

to zero, K is a constantdepending on the smoothness of -.

the solution u cf. the elliptic' pro1:;>lem
o

' and the ,polyOn'omial

precision cf ·the' 'finite element solution, K
o

iso a· 'constant,

-usually notknown, independent of hand uand )I. uJ- .isa

pseudqnorm .ofu, ',für exarnple, the sum o~ the. L2 ·norms .of

- all the second order partial derivatives~ of u. In order .

to haVe a computable e~ro~ bound, 'some ~alue far K.must be

.:found •.This talk describes how to .calculate, such' consta·nts

~by meansof extension~ of ~he Sard Kernel theorem~. Appli

cation is made· .ta. ~ J!l0de.l.· 'problem
o
'wi th a ofini te element

scheme on a triang~lated·regi~n~

A.SACHS: Randinterp~lation höher.er Ordnung bei ellipti'schen

Differentialoperatoren in Di~e~genzform.

Mit Hilfe der' Theorie deS .topologisc'hen Abbildungsgrades

wird die Lösbarkeit nichtlinearer elliptisc~er Ditferenz
gleichungen in Divergenzform bei interpolie~ten DIRICHLET-"

Randbed~ngungen·bewiesen·,.falls die Koeffizientenfunktion'
. ' .

gewisse Vorzeichenbedingu~genzur Realisierung eines dis-
kreten Maximumprinzips erfUllen. -y

                                   
                                                                                                       ©



.' .

'..

" ;.. ·:-~·.~6~ .. :' '
-;.... ~ Ir,. I' '.

... ".. .

. :.~ .- ' ..
.... . '.

. ". :".:.. ' ':.":"..

.. '.. .. ~ :. .. :.

. .
" - :"' : ". ~ 'p,-; ......

~ ... ..
• • ..' • '". • .:~ •• pJi • f :. - I

',. ;_: ·.. _:~.,-::::~i.~ .• , ~ ..~_._._:. ,_.. ~ ~.__ ._ ..~.. ..::.:..~ :.: : _ '.' :.;":~~~: ~>:L ::,_~'"", '_,. ,~. _ ' _.w

. .' ,

Numerische Beispiele aus .dermagnetostatis.chen Feldtheorie,

der r~inimalflächenthe~rie~o~iederlaminaren Strömungs~' '..
. .

theorie zeigen die. Effekt'ivität .liriearer Randinterpolati~n'

im.Vergleich zu.konstan~er Fortsetzung der.Randwerte·b~i

. nicht polygonal~m Grunqgebiet.

J .L~MORRIS: Spli.tting Methods· tor Parabol.ic and 'Hyperbolic: '

Partial 'Differential' Equations .'
~ -- ..........". . .

The deneralizatioh of'Alternating Directiori Methods'from

two to many space .'variables for paraboli'c parti~ld'iff'e'-
..J' .' ~' • .'. .._ • __ •

. rent1.al equations leads in general to fairly complicated

algorithms. In cont~~s~'Locally one Dimensional m~thods

.are· simpleto generaliz'e' t.o any number: cf· space. dirnen'sians .

b·ut. unfortunately, lose· aCcu,racy. if .ce·rtai·n .operat<?rs 'do
. .

riot· co~ute •..I.~· t'he pres~nt·paper.' i t .is sh'own ·that an

'Alternating for~ of ·Local~y one'Dim~nsi6n~1 :(ADWoD) '~ethod

retains, ·,accura~y..for' non commuting ·o.pera~ors a~d" 'far any.

number .Qf spac.e dimension.s~.· .'. ...... ,..' ".

. . ~ .

Th'e .idea iso appl'ied' to· nonliriear ·hyperbolic ·s~.ys teins<, ta.···
.' . .

.produce .optimally .s.tab,le·, optimally efficient rne~hods.·

.. ~ -_..:' : ..'~' ,:'.: : - '·'·--"-::'.-7:-'~-".:-:'';-:-:-''''':~-,,",,:,"':-~~~ "'':-'~~:---''.- _:'>..-
' .....

• • • I •

J.HERSCH: Eine Kohärenzfor~erung'fui Diff~r~ntialg1eichungen
... ~ ~ ......-.. -~ ..-- ... _...~

. .

.Ein möglicher allgemeiner Standpunkt zu der· Approxitn·at.iori: ..
. . .. .

wird so ausgedrückt. :.Sukzess~:ve Näherungs-Vor.schriftell...
sollten einander nicht widersprechen ~ Solche Methoden werden

"Kohärent" genannt; sie. sind im. günstigstem li'all imstcl.TIci-e,

die. geriann~e' Lösung zu.' ·lie·fern·. ". . . ..' ::
~ ~ • ~ • ~. • : " F

". _. - .

Diese einfache "Kohä·r~nz,rorde.rUng"·:wird.bei S·~lit~n... u~d

M~mbr~nschwingun~en 'du~~h ~i~ Kla~sischen Ditferenzglei-' .

chungen nicht erfül'lt;' sie' .führt. au~ .ve~.bess·erte, Koeffiz"ien-

·ten. (siehe aU'ch C.R. ·Acad. Sci. Paris, 246,1958,'8.364-7)

Ich wäre für jede Angabe~aber ähnliche ~beriegungen bei

anderen Approximati~nsmethodensehr dankbar ..

··•. e
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H.ENGELS:,Runge-Kutta-Verfahr~nauf der Basis von Quadratur-.

formeln,

Die A'vlA y' = f(x,y),y(xo ) = y., wird in der Form·
, 0

y(x)
x

= Yo + j f(x,y(x»)dx
x

, 0

durch eine Quadraturformel·.$chritt~eiseangen~her~. In 'deh

dabei im n-ten Schritt auftretenden Größenf(xn+a.ih,Y(Xn+Ctih»
ist ~'Y (x . +a. h) '. unbekannt und wird durch Extrap·olation· ~u~, ' n 1 ", - ','

. zurückliege'nden, .bekannten Daten so bes t'i.mint, daß die ~Fehler-.

ordnung der Quadraturformel nicht zerstört ·wird. Mankann dazu

ein Taylor'sches.und ein Lagrange'sches Interpolationspolynom .
verwenden und kommt damit .auf bekannte und .. auf neue Runge-

·~utta-Verfahr~n. Die.wesentli~henVorzüge dies~r ~orgehens-'

weise li'egen darin, da"!~ man' unschw~'r R:unge-Kutte-Verfahren"

von beliebig hoher Fehlerordrtung konstrui~ren kann, sowie,in
der Möglich·k.eit, zur "Verwe'ndung' anderer interpolierender' Funk- ....

tioneri~ Natürlich ergeben sich durch Int~grationdieser inter
polierenden "Funktionen auch andere ·.Qudraturfo.rrneln' als· B'asis'

der ~unge~Kutta~Verfahren.Wähl~marteinegeeignetverall~

gemeinerte .. Hermite~Interp'C?lation,-·'s.o' 'erhäl~ man' Quadratur.-,

verfahren mit Eigenschaften G~uß'scherQuadraturen, speziell

~.B. die Wilftschen Quadratrirformeln. '

H.B~SS: A.symptotisch 'optimal'e Quadraturverfahren

=

~ ·A (ri) f (~) ..
\)=0 " n .

1
!'f(x)dx - Q [f). no.

                                   
                                                                                                       ©



.~ ... ~.

.,,~

.. :&

• ~.. p .~..... .~

.'

Es gibt eine Folge Q ..mit:' ... ' .. ,~., .'." . " ,:. n, ',: '~", ': ~ . . -. ;.":".:'
.-. -. ',,"

Satz :'

Es wird .bewies·en . ','"

. .' : ."...··e ( Q" K'·'..: )'" "'.' ":-=------ n ,. s q'.. ...
llm. cCK ). <3-,
n~co.. " .n· s,q ,

für.' ~'lle . s,~ .q. D.ie, Zap.l, 3 kann ri,icht, durch"1 erset'z't werden .. '
..I" .,... ... ~ -.... ~.. .. .......... ,.-~ --- . .' -- ..., . :--: ...... '..:. .......... - :., ... :"-" ••00\< .... __ ~ ••• __ .-; ...... , ..... - ~ .:.-. ..' - ...:- .... - -";

F ~ LOCHER: Normschranken bei'. Quadrat~rförmeln"
....

.. ~ ..- '.. ... . - .-~ .... -. . ..... ...,

.......~ . - . ,.: • ~::•.•e ". '. ".::.;'."-.-: , " .

.. .." ....

Die Li - Norm· des: Peano-Kerns. Keiner· Quadraturformel Qn.

der Ordnungn läßt s~ch rn-i t approximat.ionstheoretischen
' .

Mi·tteln· abschätz'e'n: in der Form' '.

: i:1. . .. ~+ 11 Qn I I
.. f. fK(t) Idt < --:"n---

-1.' <!.. .' . ~ (1?+1·)!.

'. '. "'. I

. -, : . :

;." ".-1".

. . ~ ~ . . :~ ..

...... 'Diese Sch~~nke ist. in'. vielen .Fäll·en 'n~r '~m, Faktoren grqßer.

als der genaueWert • 'AußerdemerhaIten .wirmit Hilfe V.on

·Approxirnationsgröße.n· ·Abs~hätzungen....·für' Quadratlirfehler ,.

welche numerisch gut zugänglich sind. Anwendun'gen .auf die ...
.. , . .,

. Konvergenztheorie . (sowie bei der Interpolation). sind möglich~
......:.. ~ - ... _.... • I • • •.,_.... • ..._~...~ •• _ ••. ~ _ •• ' _ ... _.. ..... ~_. . ... .... ...... • • • • •• '. '. • ~ ~. • ~... • '_ •... ...:',. ...~ ""?:,;:~-, ':;" .. ..."': ~-:.'.-- :: :: .~:.", --~-;" -:-.: : '."..'~_ .. "~-

, J ;0 .• LAMBERT :A ~odification'of ·the.> ~hootin9:- me~hÖd für .. .

'two-point bOuhdary. value .problems' in' ordenary. differenci.al.··.· ,,' .
, . ·eguatiüns.· ..:.. ...:.. . . .- .. - . . -, •. . .

.. "--- '-.. .- .. .. -. -",' __._.~~ .. ..:.. . - "- ----- -_.- _.. ... -_ - . .. -_. '" ._,- ." .. --_.:.. - _.~ .. 1._,--- ..:-._.:....-...:.

. . . . ~ . . ;.' . . . ~ ..

,ep (ö) = 0; ep (1) ='B. By, con:sid~ring a seql\e,ilce cf, boundary .value" .... , :

.... . .A·· 'n~w ·technique., tor the' ··nu~eric.al·,'so~utiori'.cf .tW9-point .
. ..

'. ·b'ound~ry. 'value proplerns' altough. ·applic·~b.le··to :'a wider· ~'lass . '.:.'.--

.... of.·problems ·fs· most- easily'described in re_lation:tothe· prOblem.:·,
. :':y.n=fOc,y) ,y(ö)=O,y(l)=B.·.. L,et:::x

j
':~ jh,:;J_ = 0, ·1 ••. ~n,., . , ... : ... -..

'.·~he·~ex = i ~md· let· ep(x) 'be ~n·~r·bi tr~~;: fliri'ctiQn's·atisfying'-·:: :'.,
'.' :." n· .' ." . '. . .. '. : .,,,. . ' .." .

• -.. •• .. ~_... a

. .- ......
. ,

. .... .

= f(x~y(j)(.x),· y(j)(xn= 'ep(x.)~ : y(j)(l)~: B ::': .
. .' ,. ':' ..'.'.:. '" '.. -.J ,':, .'.. : . J .... . '. .'

. . .,- .' '. :: -: . .: '.~ .. '-~'. . .'. .....'

" .'.. '. ... I: , ... f

= .n-i, ·n-2) .• ~·,1,O, it iS·.possible· tO'"derive'a re·cur.sive
. .' ...,.~.:~:... . .'. ~ ~.~:: ~~'-:';'~~:.~:'~'~~_~~~~.~ ,~..:.;.:~..~:. '~·;:·(::·-·_~:"<:·~·~:':;~'>i;~~.~:~~~:;~·.:;~J~.-~·) ::~·.·~.t:.:~j~·. \' ..: .:.....' . ~.

. . yq) 11

ror j                                    
                                                                                                       ©



-9-

relation which yield~ an approx~matiqn to'y'(o), thus,erasing

the original boundary value prbblern to be re~laced by'an

initial value problem. The techniqu~ can be regarded as a,~ethod

(of limited accuracy) in its own re~ion 01" as a devicefor

obt~iriing initial estimates far the' 'conventional shooting
method'.

~.BOHL: Fehlerabschätzungbei di~kreten'elliptische~Pröblemen,'

·(DEP) und' ihre konstruktive. Realisierung ..

. Die: Diskretisie1"ung elliptischer Randwertallfgabenleitet
. .

häuf~g zu einem DEP. d~~ Form'A t ~ F t mit'einer Tridiagonal-

Blockmatrix A,·welche nicihtz~1"fällt,~em schwachen ZSK .

.genUg~' llJ:ld üb'erd'ies' eine' .<q·x,q)., L~Matrix i.,st' .. Das nich,~lineare '"
~ . .. .. . . . .'. . ~

F'eld ~F .. erfüllt eine Bedingung, d~r,Form ' .
....' -.

IF(t)-F(s)1<Q]t-sl' .(t, se:Rq ) .....

... -~-...' _.--_.-._. ... ~ '" ._.. .-.. :. .

mit'einernichtnegativen (qxq) MatrixQ. Es' wurde >eine

Fehle'ra'bsc'hätz~ng,für' das .Gleichungs'system A' t'· = F ,t.·
. .

unter'BerUcksichtigung'einer,regulären'Zerlegung,A,=.M-N

für .'A disk,utiert, ',von Erfahrung'en, rni t 'ih~er Anwendung

berichtet~und~dazutinter'Soride~vorau~s~tiungen'~{ne'~h~6-
'.

rie b'egonnen ..
. .._._._~~~ - =,.-;_ ..... "'.- - .-.: _.. ~.~.

"·P.FORSTER: Fehlerabschätzungen'zUm,Galerkin-verfahren : ..
. .

. .: . . . - .-,.... .:.... _ _..--: -.-' ..

. Es werden Fehlerabsch~tzungen zum'Galerkin-Verfahren rür ,<.,','
-, nichtlineare . Randwertp'ropleme .der. Form, .. ' " ..

. . .'..

" ,. '.
" . ,\ ,

", 'angegeben~· ' Dab'ei, s'ei Lei~"line:arer Differe~tl~lausd1"uck" ,',,'

. 2m-ter,: Ordnung, Q. nicht line.ar.· Na'eh'. Einführung der Green- .. ,. . .. .

Galerkin-Funktion, G' ~ (discret'e" ~ariatioilal "Gr,een i s',' func.tion)', . .' ,n .', '" " ... ' ..
werden Abschätzungen von G - G ':(Gist dabei: die zu Lund .

, . ' , .·n .. " .
den Randbedingungen sehörende G~e~nd~he Funkt~on) zu'Fe~ler-

abschätzungen, für 'die' obe~' angegeb~nen nicht linearen .:. . .
,r •.

Probleme ausgen~tzt.' tiiese Abschätzungen werden ~~r ~iffe-

rentialgleichungen 2.' Ordnung für einige Ansatzfunktionen.'
. .

au~gewert~t und mit'bekan~ten Ergebnisseri ·verglicheb.
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-'- ..- ,._ : -- ::_- - _ - .- ...

J.C.BUTCHER: Order boriditions for general'l!near"methods'

forordin~ty'differerttialequations .
.. . .

An Approach to the studyof error propagation in niethods

of the type describendin· [11 ispres€mted:

The concept· of n order~' has to. 'he : m'odified' to f.i t ··this

general context~ As a'res~lt,' classical.~ethods may be fbund

'to be capable of yield~ng results' Q·f higher' acc.ur.a~y, than :

the .classical .theorie' ,wouid ·suggest .

. 'Certain inethoqs mot~vated .-by' this app..roach are qescri.b.ed.·

..

Reference:

. [11 On the convergenc·e of Numerival Solutions toOrdinarye

Differential' Equations", J . c. 'Butcher, ·Math.. C~mp·.. 20,

1966,1-'10 ..

J.ALBRECHT: Zur Wahl d~r Norm beim Iterationsverfahren

für Rahdwertaufgab~n.
,,- .-. -- _. - ._.-, . . . --'- .._... ' _ _ .. --.--.__ :', :.. . ~._._---:--e-:. .~_

Gegeben sei die Randwertaufga~e·

vlt(x) - f(x, ,v(x)" v'(x):)in a~x~b, v(a)

f erfülle die· Lips~ni,t~·bedi.ngu~g '.' ~.'

.....-
Die" Iteration',

. . ,
... '~ ... .. ~ .. . " ..' ,- -; ., ...

..
.•••••• _._.' :.' : ....4 .~.,':~.:"'~~:~"_:""~

.. ,: ... "

. .. - . ~.. . ..... .... .

. .. ... .. ~: .
. .

werde· als Spezial'fail des Fixp~hktsat·.z~s·"·,für-·kOl1·tr·ahie'rende

Abbildungen aufgefaßt;· wählt mari· ·als· Norm>·.: <.o:::~::.:....
. ." ~. ..... pO··. : ... -'

. :. . ~ .
• " P, ... :;. ......

so wird'

. L·-                                    
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L nimmt den kleinstmög·liciien Hert an,· wenn a(x).als erste

(t)osit:l.ve) Eigenfunktion·.des 'durch.,

b. . -'
T a~ r {LO(X) IG(x,~)-I+Ll (x)·IGx(x,~) Ila(~)"d~

a " .

definierten ~ositiven Oper~tors T gewä~lt wird. Im Spezialfall

Lo(x) = L
O

' Li (x) =L
1

(vgl. Lettenmeyer,Collatz, Schröder,·

PetrY~ ••• ),wird so

. 2
2x +a) .. )

b - a·

und L berechnet. sich aus

Eine ausführliche Darstellung erscheint in Kürze in der

ZAM~1 '

P. WISSKIRCHEN: . Integrationsforrnelri Zllr 'Bahnbestinunung. ,

künstl'icher Satelli·ten .

. .
~ '. .

~ __..-r,:""'" ...... • _

Zur ·Bestimmung .der .Bahn künstlicher:· Sate·lli"ten ist-~das·-·:i:>iffe-· .
. .' " '. ' . ..... . . ..

rentialgleichungssystem r::=f· :(t , . r, .r) b.ei "gegebenen· Anfangs·- .

bedingungenr0; . r0 nu~eriscil zu inte·grieren.. .... . . . .

Z"ur· numerisch"en .Behandlung des .obigen prOblems· bieten sich

.Me~rschrittverfah.renhOherOrdnun~·an •.· Es ·w.ird ein Mehrschritt-:-

. verfahren än·gegeben,.· ·das· - j ede·nfalls für .gewisse ·Klassen· .

von Erdsatelliten .._" bei-.'vorgegebener Genauigkeit und .Integrations":

. zeit T einen etwa uni 20%· ·geringeren,:Rechenaufwand~enötigt ... ,- .

als bishe·r··· bei d"er NASA 'verw,endete' ,Meth"oden ~ ." ..

J.u.KELLER: über eine lineare ·Intesro":Oifferentialgleichung

in'der 'Turbulenztheorie
~ . - .

Aus.o.en. (nichtl{nearen)·Navier-Stokes-Gleichungen für.turbu-

lente Strömung~~. in Flüssigkeiten und Gasen kann eine Bedin~
. '. .

gungsg;I.eichung für eine gewisseWahrscheinlichk.eit :g(a, t)da
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he~ge-le'it'~t ·werden:-'c-a~·(~~-.'•• a~), da=lJ daj )., 'DieseGr8ße ·1;.·..·.

gibt die Wahrscheinlichkeit dafür an, J daßn> 1 viele belie.bige;
. ... . .

.aber reguläre Funktionale der die Strömung beschreibenden' .

Felder zu:m Zeitpunkt t Werte zwischen' a. ~nd a.+da .. ··(j=l.· .'.n) ",'
. . ." J'. . . J . J" .. . .'~ ..

besitzen.

Die Gleicbung ist eine li~eare ,. partiell~ .Integr.o-Diff~rential

. gleichung der Form

(Cl/Clt)g(a,t)+(Cl/Claj ) (vj(a)g)'::

··e
Hierbei sindW, Vj' Kjk 'gewisse 'für das System charakteristi

sche Funktionen der angegebenen :.Argurnent.e.

Im. Hinblick. auf die zahlreichen praktischen Anwendungen'

dieser Gleichung wäre es wünschenswert , numerische Verfahren .. '

zu .ihrer Lösung systematJ..sc~· ~u entwickeln. '.':

. K.P.HADELER: Einige Differen~ialglei~hungend~r Populations-'
.genetik'

4 &' .. __" __ ... • • ..-. ....... '.. .......__•• _ • . __ ..

Seien M = (mjk ) und G = (gjk) symmetrische Matrizen mit nicht-·

. negativen Elementen. ~ie Differentialgleichungen

. ',' . ," ..

. ,t· '.' .. r,
• _:i mji a ji 1 mkl akl ··· . '.
ajk - . 2 . . .~;.~ ,grs ars - gJk ajk '

( L ,m a,)". :. r:;s.. rs rs· .'r,s ,... ..

und ihre Zusammenhänge werde.n. untersucht;. :
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'1,

o

~13-

- - - ... -"'_ ...-"._~

F. LEl-1PIO: Bemerkungen. zur' Lagrangesehen Funktional

.differentialgleichung
_... ~.:.- ......_.... - .. _- ....

Für ein allgemein.s.Optimierungsp~oblemmi~ Operatorgleichun~

gen un~ Operatorungleichungeh als' ~ebenb~~irtgungenwird
eine Lagrang~sche' Muitiplika~orenregel'vorgestellt,' die im'

wese'~tlichen die Lösbark~:i.t.· einer ·_Fu~ktionaldifferentia.l

gleichung beirihaltet~... 'Dabei wird nIcht vora"usgesetzt, daß"

eine' der zahlreichen b"ekan~ten C~nstraint Qualifications' .

erfüllt ist. ..1" ..

I
t\ .

Durch Spezialisi~rung.wirdder_Zusam~:~nhangdieser Funktional-

. differenti·algleichung·' mit ver~'chieden~n notwendigen Optimaii-. ,.'\:
tätskriterienU:nd Dträl'it~:ätsaussagerr'a:ü~~'-·Approxim~tions.theorie·,r
Variat'iönsrechnung und· St,euerungst'~eorie' aufgez.eigt .. '."
.' • r '

( ,

Gleichzeitig wird. aufdieBedeutun~ vQn numerischen Ver.fahr·en

zur Lösung der dabei auftretenden Wunktional- undinsbesortqere
. .' .'1 ',: "

·Differerit{algleich~ngss~steme:hingew~esen,."

, .

I.TOMA·:' Conoitions 'of',uniqueriess 'for the splutions ,Qf·,·.a

sEecia,l - class of" nonlinear b'oundary y.a,lue Eroble.ffis "

..' .
, .

.... i ~
', .

. Thereare considered nonlinear _ope;ators, which are poly~omiaist.
. , ,; " 'n .' ,.', "-,

, with respect to the unknown ,'function u·:n R . (n=l eventually). ! .""'..~ :

" . and to' an el"iiptic operator Au. The .boU~dary.is ulan = 0 -'. '~:_:::'"
far .n= 1 .tpe biloc.al problem. Ir' the coefficients "are su·fficie.ptly···"·

,I

regular, the theconsidered'pr,oblem allows an unique SOluti0l'\,

if ·.certain deterrnihants, att'ached' to the .pro.blem, 'are' n,ot 0
, . .

·and· satfsfyalso to anether. simplecondition.• • Some .examples

are given,. ~speciallY'fo~ o~di~ary differential equations.
(for instants, -y"'= y,2 ~1.+;[~(x)]2.;·.:Y(O)~Y(1)=O) ..This

particular fo~m of'the consi~ere4 ~~~rator enables the

determiriing~fs~fficient-conditiorii,. numerically g~ven, fbr

the uniqueness of th'e sol\itio.n. of the pr.oblem : t(x,*.i:,Au)=g(x), .

li/a'O =0 'where ,f is . co~tinuous;.with respect to uandJAu.
",
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• • ... • ~ •• •• • .. •• •• _. • ... ~ •• 0•• .. 1
.' ~

w. NIETHP.. J'.ifiv1ER': Zur analytis~hen Fortsetzung von Poteni-.

reihenle5sungen'

.,Für die Aufgabe,' eine dtirch ih~~ Potenzreihe·gegeberie. L0sung

einer Differentialgleichung übe~"den Rand :des' Konvergenz

kreises 11inaus fOl'tZtl~etze~!., ·.\-Tird ~in kla,ssis'ches ,.Sum~i~runr;:~;'"

ver~hren herange~ogen und ~Uf·seine numerisch~ Brauchb~rkei~

unterSUCt1t. Ein, bekannter ,Satz, üb~r, ·d.en "l?ort$etzut?gsberlcicl'l n
. '

des Verfa.hrens. li'efert. auch Aussagen über die K,onvc'rgenz--
. .. _.. .. . .

geschwind.igl(ei t, der trElnsfor~mie'rten F\eihe. Für ,gewisse 'Ir1ort~
, '

setzungsf>robleme' ~.Terden· in ei~em ge'wisse'n ~inne o~timale
. .

Verfahren beschrieben. ·Ferh~,r. ,werden für 4ie Berechriungder. . el
'~ummierurlgsp1atrix. Rel<ur,sionsf.orme.ln," ang,egeb~n.

··W. Hofmann, Hambur.g
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