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Spezielle Funktionen

11.2.1973 bis 17.2.1973

Die unter der Leitung der Herren C.Meyer (K&ln) und F.W.Schdfke
(Konstanz) stehende Fachtagung “"Spezielle Eunktionen der
mathematischen Physik und der Zahlentheorie" fand auch in
diesem Jahre wieder lebhaftes Interesse. Die nun schon zum
fiinften Male durchgefilhrte Tagung wurde von 45 Mathematikern
besucht, von denen 7 aus dem Auslande kamen. Die 27 teils
ausfithrlichen Voréraqe - davon 13 aus dem Bereich der speziel-
len Funktionen der mathematischen Physik und 14 aus dem der
gahlentheorie - gaben zu ausfiihrlichen Diskussionen AnlaBw

Im einzelnen wurden aus dem Bereich der Zahlentheorie folgende
Gebiete behandelt: Mehrklassigkeitsfragen bei quadratischen
Zahlkdrpern, Thetareihen und Eisenstein-Reihen, Cbmputer-An—
wendung bei Problemen der algébraischen Zahlentheorie.

In der mathematischen Physik wurde iiber folgende Themen re-
feriert: Restgliedabschédtzungen bei asymptotischen Entwick-
lungen, Entwicklungen nach hypergeometrischen Funktionen,
Watson-Transformationen, Ausbau der Theorie der orthogonalen
Polynome. Zudem éab es eine Reihe von Beitrdgen zu den Grund-
lagen der speziellen Funktionen aus der Theotie der gewdhn-
lichen Differentialgleichungen und der stérungstheorie.

SchlieBlich wurde ilber die Anwendungsmdglichkeiten der spe-
ziellen Funktionen der mathematischen Physik und der Zahlen-
theorie in der theoretischen Physik berichtet.
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Vortragsausziige

H.P. Baltes : Die verallgemeinerte Riemannsche Zetafunktion

als Korrelationsfunktion in der statistischen

Mechanik endlicher Systene

Durch die Entdeckung des "long tail®" der Geschwindkeits-Korre-
lationsfunktion [1] wurde das Interesse am Langzeitverhalten
von lésbaren stochastischen Modellen und am EinfluB der End-
lichkeit des Systems wieder belebt [2]. Ein exakt l&sbares
physikalisches System ist das der Photonen in einem Hohlraum
der Temperatur T . Mit Hilfe der Resultate [3] fiir die Zu-
standsdichte lassen sich die Korrelationstensoren des elektro-
magnetischen Feldes ausrechnen. Z.B. ist die Autokorrelations-
funktion (TE?(O) B(t)> des elektrischen Feldes in einem wiirfel-
f6rmigen Hohlraum (Kantenlange L) proportional zum Realteil
von

4 .
) as(TL)s-g t(s,I + it) +-@’@TL,)‘“3) , T = ,’é—T t
s=2 ) _ :
_ ©
ag = const, f(s,z) = Z (n+z)-s , wobei s = 4 dem unendlich
. n=o
grdsen System entépricht [4) . Es gilt im Grenzfall T + « ;

4

1 Re z(4,1 + i'r);-'r2 Re (3,1 + iTt), - 2

Re £(2,1411) > - % ;

d.h. die Endlichkeit des Systems fiihrt zu einer Verlangsamung
desAbklinggnsder Korrelationsfunktion!

[1] B.J. Alder, T.E. Wainwright, Phys. Rev Al (1970) 18
[2] P. Mazur, Physica Norvegica 5 (1971) 291

[3] H.P. Baltes, Phys. Rev. Al (1972) 2252

[4] C.L. Mehta, E. Wolf, Phys. Rev. 134 (1964) Al 143
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P. Draxl : 2Zum Vortrag von H.P.Baltes auf der vergangenen
Tagung

Ausgehend vom Spektrum der Wellengleichung im Wiirfel hat
H.P.Baltes auf der vergangenen Tagung ein rein Zahlentheo-
retisches Problem aufgeworfen und einige Vermutungen  formu-
liert. Letztere sollen bewiesen werden.

J.Meixner : Positive Funktionen und ihre Anwendungen

Aus der Gesamtheit der monotonen wachsenden Funktionen

©w) in. - ® < g < gewinnt man iiber die Fourier-Stieltjes-
Transformation die positiv definiten Funktionen, welche bei-
spielsweise als Korrelationsfunktionen bei station&ren sto~
chastischen Prozessen auftreten, und tber die Darstellung_

. © T e
- Y(p) = Ap + ia + J lB::igﬁ dp(w), A > 0, a reell
. .- * N .
die positiven Funktionen, welche in Re p » O holomorph mit
positivem Realteil sind. Solche Funktiohen bestimﬁen den
Funktionalzusammenhang linearer passiver Systeme £(t) - g (t)
(- ®» <t < ). : :

Anwendungen der linearen passiven Systeme sind zahlreich. Als
Beiépiéle werden'genanht: 1. Elektflsche Netzwerke, 2. Quanten-
mechanische kanonische Gesamtheiten, die durch einen zeit-
abhédngigen Zusatz zum Hamilton-Operator gestdrt werden,

3. Elastisches und thermisches Verhalten von Elementen konti
nuierlicher Materie und 4. von Systemen, die aus. kontinuier-
licher Materie aufgebaut sind.

1) H.K6nig und J.Meixner, Math.Nachr. 19. 265 (1959)

2) R.Schwindt, Diss. K&ln 1965

3) W.Hackenbroch, Diss. Univ. des Saarlandes 1967

4) J.Meixner, Z.Physik 219. 79 (1969), Archive Rat.Mech. Anal.
33. 33 (1969).
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E.Wagenfiihrer : Uber Singularitdten bei Systemen linearer

Differentialgleichungen

Vorgegeben sei die komplexe Matrix-Differentialgleichung

(1) x5*y'(x) = B(x)Y(x) mit s e€mN , » O ;

B(x) = Z vav holomoroh fiir |x| < R .

Gesucht sind Bedingungen fiir die Existenz sogenannter
"reguldrsinguldrer" L&sungen von (1), der Gestalt

(2) Y(x) = H(x)xJ = 3 Huva+J , d.h. H holomorph
fir x| < mr .

Es werden nicht nur Fundamentallasungén (2) gesucht; es soll
aber der maximale Rang einer Ldsung (2) nach oben und unten
abgeschétzt:werden. Fiir eine L&sung (2) gelten die Matrizen-

gleichungen
u .
) B,_H, =0 (v = 0,...,5-1)
v=0 .
(3) b
) B, _H, —‘Hu_s(J+(u-s)I) =0 (u=s,s+l,...) .
V=0

Da man J in Jordanscher Normalform annehmen darf, gelangt
man 2zu entsprechenden Gléichungen fiir die Spalten der H, .
fiir die ein L&sungsverfahren entwickelt wird. Dariiber hinaus,
liefert der Defekt einer A - Matrix, die aus hd&chstens den
ersten n - s Koeffizienten von B(x) zusammengesetzt ist,
ein Kriterium, wann genau eine requlir-singulire Fundamental-
16sung existiert.
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B.D. Sleeman : Singular Linear differential operators with many
parameters

It is the purpose of this paper to make a study of the solutions
of the following k-formally self-adjoint differential equations

32
d Y,

* {prs(xr))‘s + qr(xr)} Yelxp) =0, ™

: L

Xx_ € [ar’br)’ r=1,...,k,

dx?
r s

I o~ &

r

where [ar'br)’ r=1,2,...,k, denote k semi-open inter-
vals in which a_ is finite and b_ is arbitrary and the
As' s =1,2,...,k, are spectral parameters.

The main theme of the papef is that of extending the Hermann
Wefl'limit—pointy limit-circle theory t6 the multi-parameter

case. That is we consider under which circumstances there

exist, for each r ', one or two solutions yr(xr) of (*) which
are square integrable in a suitably defined Hilber.t'space"Hr .
This is then generalised to consider the problem of investigating

. k
the possibility of the product I yr(xr) of solutions of (*)
r=1 ’ .
being square integrable in H , the tensor product of the
geparate spaées Hr' The analyticity of the corresponding ge- .

neralised Hermann Weyl coefficients mr(xl,iz,...,kk) sy T =1,...,k
is also investigated. Some examples illustrating the theory are
given and an altgrnative formulation of the problem is suggested.
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A. Schonhage : Ein Stdrungssatz fiir Matrizen und seine An-

wendung bei speziellen Funktionen

wird A = A‘ mit Eigenwerten @) €@y < .- < oap hermitesch
gestért zu B = A + S = B* mit Eigenwerten By € -+ < By
dann gilt |ai- Bilflsl , wobei |S| die euklidische Abbhil-
dungsnorm bezeichnet.

Hier wird nun gezeigt, das8 analog fir beliebige S bzw. B

’ mit Re B, < Re B, < ... < Re B, mnoch la;- Byl < ¢, -ISI gilt,

wobei die optimalen <, dieser Art mindestens wie V1g n |,
héchstens wie 1lg n wachsen.

Unter zusdtzlichen Voraussetzungen lassen sich diese Abschédtzungen
so verschédrfen, daB z.B. folgende Anwendung méglich wird:

Bezeichnet XI,AZ,... (Re Al < Re)2 < ...) die Eigenwerte der

unendlichen Matrix

fao-u : o \ in Abhdngigkeit von u , dann hat die
. G! U " St "
(@, = 4x2) | L2l DiskrlmxnanteA . ) ) -
0 bu) = T k—, i ) (als ganze Fun
c " @, - aj tion in )

i<k

héchstens die Wachstumsoxdhung

' H.S.V. de Snoo : Einigé Bemerkungen {iber Watson Transformationen

UF

Watson Transformationen werden definiert als beschrinkte lineare
Abbildungen W im Raum L2(R+), die fir alle a € R, :

WSy = 1 S1W gentigen. Hierbei bedeutet Sg ¢ (S,f) (x) = f(ax) ,
die Translation auf R, . Nun sind die "multipliers" im Raum
L2(R) bekannt und damit k&énnen Watson Transformationen einfach
charakterisiert werden. Man hat z.B. : fiir jede Funktion

¢ € LZ(R+) existiert eine Funktion k € L2(R+) mit

I ¢(§) (we) (¢) S - J k(xt)£(t)dt , £.4. x € R,
R

t
+ R,

Deutsche @
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fiir alle f € LZ(R+) . Wenn W unitdr ist hat man

J k (at)K(bEYat I ¢ (at)§(BEIAL, ab €R, .

R+ R,

Mit-einem beschrédnkten linearen Operator V im Raum L20R+) ’

der fir alle o € R, : Vs, = S V geniigt, definiert man einen

Teilraum L, von L2 (IR+) , némlich der Wertebereich von V . .
Unter gewissen Voraussetzﬁngen ist L, ein Hilbertraum; die

Einbettuné von Lv in Lz(m+) beschrdnkt und Lv invariant

unter W. Damit erhdlt man ein Tripel L, c Lz(m+) c L& ’

und W kann auf L& fortgesetzt werden. Durch diese elemen-

taren Uberlegungen gewinnt man Resultate, die sich leicht for-

mulieren lassen, ginfach beweisbar sind und die bekannte ‘Resul-’

tate auf solclie Weise verallgemeinern, das alles auf L.K.A.

Gruppen qgilltig bleibt.

H. Lemei : On a class of even order linear differential equations
and the corresponding eigenfunction expansions in L

1

2n 2n

Consider the differential egq. y - {2 +qx)}) y=0,

dx2n
~®<n<e,n=2,3,..., where q(x) is a continuous function '

@ .
defined for all real values of n and qu(t)|dt < o . The
solutions yt(x,A) are characterized by their asymptotic
behaviour in t » respectively.

¥, (x,A) exp(zAx) » 1 , ‘ } as X -+ t o andlarg A< n/25
{y,s (x,A)exp(tAx)}(J) -0, 3=1,...,2n-1 i

Deutsche
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The following theorem is proved:

Let X0 be real. Let q(x) be as above. Let y, (x,})
be the solutions as above. Let f(t) , defined for all
real t , be of bounded variation in a neighborhood of

t = x, and

[£(t){dt < » . Let ¥, (x,A) be the n-vector

t
-1
(yi (X A) py, (@A), eeyy, (x,0" ).))
and @

¢, () = I £(t)Y, (£,0)dt , w = exp (Z%i) .

- o

Let A be the n x n matrix with (g,h) element

(2n-1) (2n-1)
© ¥

[y__(x.mh-1 )y+(x.mg-lx)].[w.w] = cee @Y

is the bilinear concomitant of ¢ and ¢ .
T_m T
Let G be the part of the A-plane where 3 - 5 % arg A< 3 -

Let C be a contour in G consisting of the ray with

arg A = %»— % from « exp i( % - %) to o exp i (%—- %) .
@ > 0, then a curve in G from a exp (% - %) i to Bi,

B8 > O, such that the non removable singularities of

¥E0x,,0) 271 00Y, (£,1) on to the left of it, and the posi-
: iu
tive imaginary axis from Bi to i» . Let CT'” > max(a,B) ,
iwy
denote integration along the contour C from :iwu to iuw .
Then the following two formulas hold. (in matrix notation).

ip

iiﬂ CIanzn-l ¥Exo ) AT 6, (har = mg {£(x-0)+ £(x_+0)} .
iwp
iu

2n-1 _t -1 t
l];-j:: CJ’ZnA Y+(X°,X) (A (A)) ¢-(X)d)\ = i {f(xo_o)+ f(xo+0)} .

iwp
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D.Schmidt : 2u den Reihenentwicklungen nach Hypergeometrischen

Funktionen

Es wurde die (allgemeine) lineare Dgl. 2: Ordnung

mit komplexen Zahlen Yy und & sowie auf dem Innenéebiet Z?
einer Ellipse mit den Brennpunkten O und 1 definierten
holomorphen Funktionen a und b betrachtet. Gegenstand der
Untersuchung war die Herleitung von Darstellpngen fir die
Ldésungen dieser Dgl, mit denen man deren analytisches Verhalten
zugleich an den beiden (einfachen) Singularititen O und 1
beherrscht. Es wurde gezeigt: Bezeichnet £ die Gesamtheit
der charakteristischen Exponenten der Dgl auf E? ~ [0,1]

und gilt hierfiir v € = = 2v + Y + ) € Z , so 148t sich jede
Losung y der Dgl (mit eindeutig bestimmten Koeffizienten
n,) in die auf, fg ~ {0,1} 1lokal absolut gleichmiBig konver-
gente Reihe - i : .

y(z) = T n, 2z F(v,1-y-v;2-y-8-2v;])
VEE : ’
entwiqkeln.

U. Halbritter : Uber eine Abschatzung des Fehlergliedes in .
o der Stirlingschen Reihe

Bekanntlich gilt fiir das Fehlerglied R‘n(z) " in der Stirling-
schen Reihe:

o«
P (u) .
2n+1 - n+1 sin2mv

R _(z) = -(2n)! J <L —— du mit P (u)=(-1) Z sinemvu

n (z+u)2n+1 2n+l v=1(2“v)2n+1
s _ ie . T . "
Fir z =r e , r2 0, O = ®=-2— , wurde die Absch&dtzung

. B
() an(z)l Mo 2ns2 ;n+1 '
VZa+T(2n+2) Izl

o0&
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< O < nm die Absch&tzung

h
[+t
a]
L2
v
o
<

[NIE]

u Bon+2 1 1
2 V2n+11{2n+2) (sin e)2n+1 |z]2n+1

IA

(2) | (2)|

bewiesen, wobei fiir i € {1,2} My € RM, unabhingig von n
und 2z , ist. Zusammen mit der Abschdtzung (r > 0, O < O < us}

. B2n+2 1
‘ 3 iRy | < EEyERTD [z 27

(Lindeldf, Le Calcul des Résidues, Seite 99) folgt leicht fiir
z € C~ (- »,0] : ’

Bon+2 1 1
3 (2n+1) (2n+2) 1 _\2n+1 {220+ ’
(cos 5 e)

an(z)l <M

wobei M; von n und z ‘unabh#ngig ist.

Es wurde weiterhin nachgewiesen, das die'Ungleichung (1)

in gewisser Weise optimal ist: )

existiert keine Folge (a(n,‘z))n €N ’ a(n,z) ¢ € fir n €N ,

z=0+1i7,02>0, >0 ,T> 0 mit lim a(n,z) =0,
o min(n, |z[})+ =

sodaB mit einer von n und z unabhingigen Zahl M3 fiir

2 € {0 :0 =0+ 17,0 20,1 2> o}  gilt:

o B
2n+2 - 1
. IR (z)| <™ latn,z)| . .
n 3 /2091 (2n42) |22 !

L. Neckermann : 2ur Abschidtzung des Restes R (x) der asympto-

tischen Darstellung der konfluenten hypergeome-
trischen Funktion ¢(a,c,x) im Komplexen.

Flir asymptotische ®ntwicklungen spezieller Funktionen im Kom-
plexen gibt es in der Literatur nur vereinzelt (numerisch brauch-
bare) Restabschitzungen, wie auch F.W. Olver [2] auf einem Kon-

Deutsche
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gres8 festgestellt hat, wo er solche Fehlerabschdtzungen fir die
Besselschen Funktionen hergeleitet hat. E.Hille ' [1] hat mit
Hilfe einer Integrodifferentialgleichung eine Restabschdtzung

fir R (x) (x » o in larc x| < % ; a,c € €) angegeben.

Hier wird auf einem verhdltnismdBig einfachen Weg eine Ab-

schitzung von Rn(x) fir x - » in larc x| < %1 bei be-

liebigen Parametern a,c €. € angegeben. Die Methode ist ver-

" wandt mit der von Whittaker-Watson (3] zur Gewinnung der

asymptotischen Ehtwicklung, wo aber keine numerischen Schranken
angegeben werden. Wie dort wird zur Restabschidtzung eine Inte-
graldarstellung des Restglieds der binomischen Reihenentwick-
lung herangezogen, aber unter Beibehaltung der Laplécedarstel-
lung fiir die zu untersuchende Funktion, was sich als vorteil-
haft fir die Abschdtzung erweist.

Literatur: . "

[1] E.Hille: Lectures on Ordinary Differential Equations,

. Addison Wesley, London 1969, ‘S.346 ff.

[2] F. w Olver in C.H. Wilcox (E4d.): Asymptotic Solutions of

Differential Equatlons and their Applications,
John Wiley Inc., New York, 1964, S.163-183.

[3] E.T.Whittaker - G.N.Watson: A Course of Modern Analysis,
4.E4d., Cambridge 1952, S. 342 ff.

W.Neuhaus : Restgliedeatwicklungen asympfdtischer Potenz;
reihen spezieller Funktionen und jihre Fehler-
schranken

Bei der Stieltjesschen Weiterehtwicklung des Restgliedes
asymptotischer Potenzreihen und den Aireyschen Konvergenz-
faktoren
N-1 M-1
a, )
f(x) = ] S +abx)f ]
¥ =o X u=0 x

Bu (N,x)

m + OM(le)

Forschungsgemeinschaft
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ist pM(N,x) im allgemeinen nicht kleiner als das nichste ver-
BM(N,X)
nachlédssigte Glied g(xX) ———— . Im Vortrag wurde fiir das

m
X

Exponentialintegral El(z) und die modifizierte Besselfunktion
Ko durch verallgemeinerte Abelsche Asymptotik eine Weiterent-

wicklung hergeleitet, die fiir reelle 2z = x diese Eigenschaft

hat und eine weitere Approximationsverbesserung um ca. 2 Dezi-

malstellen aufweist:

o N-1 N
-2z _ -zt 1 _ _\ Vv v! (=1"N!
eTr@ - [ & frae s 1o T YT
o v=0 z
M-1 a (N,z) Nt
* ) —‘{—,_.E +20 55 a,(N,Re 2)
u=o z 2 x 2
mit a = % Poag= - %(N+1 “z);...; 0< O <1, M gerade, |z} > 0,
N-1
-Zzt :
z n -z (0,v)
eK(z)=I dt = 5= e [2 —=r
o 72_7' 2z v
’ (1+t) veo (227
N I (N+1/2)  [2z)\!/2 o b, (N)c (N,2z) Cpy (N, 2x)
v D Wﬁﬁ (—3) I S —rmmay— + 2 0o
‘ z v p=o (2z)% % (2x) *
mit b = I dﬁ 53T ¢ 0<@' <1, M gerade, {z] >0
® ~ (1+y%) (2+4y?) '

c, -1 ; Cy = - (N +1/2 - 22) .

Durch eine heuristische Minimumbetrachtung wurde das glinstigste
N 1in Abhdngigkeit von M fir El(z) zu N = [x - %] er-
mittelt.

L T VI et o
Deutsche
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Lee Lorch : Higher monotonicity properties of certain
Sturm-Liouville functions

A Sturm-Liouville function is a nontrivial solution of the
Sturm-Liouville differential equation y" + f(x)y = O or,
more generally, of (gy')' + f(x)y =0 , g(x) > 0 . A function

h(x) is said to be monotonic of order N if its even derivatives

are positive, its odd derivatives negative, up to order N .

A similar definition holds for sequences, with differences
replacing derivatives. If N = «» , ‘then the function (seguence)
is said to be completely monotonic, a concept of importance in
the moment problem, Hausdorff summability theory and elsewhere.

Typical of the problems considered here is the isolating of
simple sufficient conditions of a higher monotonicity character
as ' k41 :

My = ] W(x) |y (x) lfdx,x >-1,

Xk

where x, is the k-th zero of y(x){' and W(x) is of
higher monotonic type.
ReferencesJéénvbe found in a‘paper of Lee Lorch, M. E. Muldodﬁ,

Peter Szego, Highefﬁmonotonicity properties of certain Sturm-
Liouville functions, IV, Canadian J.Math., 24, 1972, pp.349-368.

F.W.Schéfke - G.Wolf (Vortragender) :.Einfache verallgemeinerte

klassische Orthogonalpolynome °

Mit den Intervallen L und Gewichtsfunktionen .w .der drei
klassischen Orthogonalpolynomarten und mit Polynomen "vvu
werden positiv-definite symmetrische Skalarprodukte (fiir

Polynome)

(p.q) := ) I W)V x)p ™ (g M) (x)ax
(\hu)€N; ,{,

betrachtet. Einfache verallgemeinerte klassische Orthogonal-
polynome ergeben sich nun zu solchen Skalarprodukten, fir
die man in bestimmter naturgemiBer Weise symmetrische Poly-
nomoperatoren erhidlt, die bei jedem Polynom eine Graderhd-
hung um 1 (oder bei geradem Skalarprodukt um 2) bewirken.

Deutsche
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p(x,£) of degree n is a function which, when either of

. L
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Dies liefert genau acht verschiedenartige Polynomklassen.

Flir sie wird eine einheitliche umfassende Theorie entwickelt.
Danach ldBt sich eine natiirliche Normierung so wihlen, das
die Differenz aufeinanderfolgender Orthogonalpolynome pro-
portional zu normierten klassischen Orthogonalpolynomen

ist. Die zugehdrigen Konstanten geniigen einer dreigliedri- ‘
gen Rekursion. Die Polynome lassen sich weiter durch zwei
aufeinanderfolgende klassische Orthogonalpolynome ausdriik-
ken, wobei wiéder der gleiche Koeffizientensatz auftritt.
Fiir diese Konstanten lassen sich iUberdies auch explizite
Formeln gewinnen. SchlieBlich lassen sich hinreichende Be-
dingungen dafiir gewinnen, daB8 die Polynome s&mtliche Null-
stellen einfach in # haben. Dabei werden bestimmte 1li-
neare Abbildungen von R{x] in R verwendet, die durch
die Daten des Skalarproduktes als prinzipiell gegeben an-
zusehen sind. -

F.M.Arscott : Orthogonal Polynomials in two variables

There is no general theory of‘orthogonal polynomials in
two variables which satisfactorily generalises that for
one variable. A useful theory may, however, be developed
for a special class known.as bipolynomials. A bipolynomial

X, 1is held constant becomes a pqunomial of degree n in
the other. Let R be a region of the x,f plane and w a
suitable weight function: then the orthogonality condition

)47; pn(x,g) pn,(x,g) w(x,f) dx d¢ = 0, n # n'

leads to a sequence (pn(x,E)} of symmetric bipolynomials,
each Pp being a linear manifold of degree n + 1 spanned
by determinate bipolynomials w g sy mM=0 to n . From
this follow properties similar to those of "ordinary" ortho-
gonal polynomials.

Finally, we construct some families of special interest, in
which Pn is spanned by n + 1 separable bipolynomials,
i.e. in the form q(x) g(§) , the q being polynomials
solutions of certain second order linear differential
equations. %
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H. PETERSSON: Einfache Thetareihen zu groflen Untergruppen
der Modulgruppe

. . o A
Pie Funiction 60(1,6):= j{:‘exp ni(6m}~1)2$é

mea—co
erweist sich zundchst als Modulfdrm der Gruppe F &m]';
(Fir neN bedeutet r [n] die Untergruppe von SL(2 2Z) der
S = (a b) mit ¢ O mod n ).

An den Entw1ck1ungen in Vertretern der 8 Spltzenklassen

“mod [ [24] erkennt man, daB & (1,6) bereits eine Modulform

der Gruppe ry [6] ist. Diese Gruppe ist als Invarianzgruppe
von & (T 6) in 'SL(2,R) maximal. Man schlieBt aus den Ord-
nungen von & (1,6) in den opltzen und aus dem bekannten
Wert der Ordnungensumme von $ (1 6), daB ¢ (1 6) in.der oberen
Halbebene und in der Spitze 0 nicht verschw1ndet. .
Die Funktionen n(1t) (1=1, 2 3,6) stellen samtlich Modulformen
der r;[é] mit bekannten Divisoren dar; sie liefern die Pro-
duktdarstellung

8,(%,6) = n7(x) n(2v) n?(3%) n7(6v)
und damit einen expllzlten Ausdruck fur d1e Multlpllkatoren
von & (T 6). ‘ :
Als zahlentheoretlsche Anwendungen der Funktion ) (T 6) ergeben
sich'Satze {iber die Anzahlen der Darstéllungen einer natiir-
lichen Zahl n als Summe von h Quadraten ganzer Zahlen = 1 mod 6.

B. SCHOENEBERG. Lage der Nullstellen der Elsensteln-Relhen

Elementare Begrundung der Theorie der Funktionen und Formen
zur vollen Modulgruppe. Weg zu einer Vermutung iiber die Lage
der Nullstellen der Eisenstein-Reihen. Beweis dleser Vermutung
nach Rankin und Swinnerton-Dyer.

C .MEYER: Mehrkla551gke1tsfr§gen bei reell-q;gdratlschen :
Zahlkorpern

Sei = QWD) ein reell-quadratischer Zahlkdrper, dessen Dis-

kriminante den quadratfreien Kern D) O besitzt. Schreibt man

eindeutig D = n°+r mit -n{r{n, so ist fiir r/4n K ein
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Ko6rper vom sog. Degertschen Typ. Hierfiir 138t sich die Grund-
einheit € explizit angeben. Von H.-U. Nordhoff stammen neue
(unendliche) Klassen reell-quadratischer Zahlkdrper vom Nicht-
Degertschen Typ, deren Grundeinheit explizit angebbar ist.

Bei Kenntnis der normpositivén Grundeinheit e; von K lassen
sich dann in folgender Weise Mehrklassigkeitsaussagen machen.
Es sei o1 ein Ideal in K mit der Z-Basis m,=[a1,qé] . Dann ist
die aus der reguldren Darstellung e;(§;)= M(zg) resultierende

Matrix M (c g) eine unimodulare hyperbolische Matrix mit
det M = N(s*) = 4+1. Die o zugeordnete rationalwertige Bildung

\qu(a) := sgn d(o) (- %5—% + % sgn ¢ + sgn ¢ - s(a,c))

ist nun eine In}rrariante der engeren Idealklassen von K; dabei
ist d(e) = “"qi
s(a,c) ist die (a,c) zugeordnete Dedekindsche Summe. Demzu-
folge ist A(®D W’F‘(a)l eine rationalwertige Invariante der
weiteren Idealklassen von K.

Durch Invariantenvergleich fiir geeignete Ideale ( 1 ,y/ 2, Q/ 3)
14Bt sich dann aus der expliziten Kenntnis von e; und damit
von M bzw. von s(a,c) u.U, auf die Mehrklassigkeit von K
schlieBen.

(t = nichtident. Automorphismus von K) und

R.SCHERTZ: Die Klassenzahl der Teilkdrper von Ringklassenkérpern
iiber imagindr-quadratischen Zahlkdrpern

Sei ¥ ein imagindr-quadratischer Zahlk'drper der Diskriminante
D (0. Dann kann man, ausgehend von der Kroneckerschen Grenz-
formel, die Klassenzahlen der Teilkdrper von Ringklassenkdrpern
iber I untersuchen. So erhdlt man:

Satz 1: K /X unverzweigt und (D,6) =1 = 2[1“‘:-J -1 i EN .

+3 (9, (g) = -

oder f=9 und (lg») =-1. f_ sei eine zu f prime natiirliche Zanl,

so daB 1) es einen kubischen Zahlkdrper der Diskriminante

D(f f)2 gibt, 2) fiir jeden echten Teiler f von f_ kein kubi-

scher Zahlkérper der Diskriminante D(f! f)2 ex:Lstlert. m sei

die Anzahl der durch 3 teilbaren Invarlanten von d , der

Ringidealklassengruppe mod f g von X. Dann gilt: fo
Flir alle einfach reellen kubischen)

Satz 2: Sei D( =33 f=p Primzahl mit p+1

Zahlkorper K der Diskriminante
D(f £)gilt 37 ny

5mm’ [@o :1]
o®
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Satz 3: Sei K2 ein J:‘eel1--quadratischer,,ll;g3 ein einfach reeller
kubischer ZahlkSrper und K = K2K§. Danum mit einer Zahl meN,

die sich als Einheitenindex deuten 1aBt: h, = 2mh h, .
. K 3 K2 K3

H.LANG: Uber verallgemeinerte Bernoullische Zahlen und die
Klassenzahl reell-quadratischer Zahlkdrper

Es sei {lein reell-quadratischer Zahlkdrper -mit Diskriminante
d) 0. Dann gilt fiir den Wert der Zetafunktion einer Idealklasse

& an der geraden Stelle 2k ‘
;(21: £ = -(_L—Zk B(2k, &)
4(sk)'d

mit einer rationalen Zahl B(2k,&) . Es zeigt sich, daB man

aus der genaueren Kenntnis der arithmetischen Struktur dieser
rationalen Zahl zu Aussagen iiber die Klassenzahl h von f) gelan-
gen kann. Es wurde eine Kongruenz bewiesen, die die Klassenzahl
h mit verallgemeinerten Bernoullischen Zahlen in Beziehung setzt.

P.BUNDSCH'UH Vertellungselgenschaften der Flbonaccl-Folge

Sei Ol= (an} neny ©ine Folge mit a € Z, sei m) 2 und Og J(m‘
AQ(N,J,m) sei die Anzahl der a, mit n(N, die =j mod m sind.
Def.(Niven 1961) 0l heiBt gleichverteilt mod m, wenn fiir jedes
der J 11m N a(N,J,m) existiert und -3 ist.

1972 haben Km.pers und Shiue gezeigt: Die Folge {L }y L,=1,
=3, Ly=L 4+ (n) 3) der Lucas-Zahlen. ist fur ke:Ln
mz 2 glelchvertell’c mod m. Hier wird die analoge Frage fiir
die Pibonacci-Folge {Fn}, F,= F2 =1, Fo=F 4+F _, (n}3) .
untersucht und gezeigt der '

Satz: Sei m) 2. {Fn] ist mod m gleichverteilt <> m = 5%,

Die Beweismethode ist villig elementar und liefert Ergebnisse

auch fiir andere Folgen, die mehrgliedrigen linearen Rekursionen

geniigen.

M.POHST: Computer-Anwendung bei zwei Problemen der algebra-—
ischen Zahlentheorie

1) Bei der Bestimmung der Minimaldiskriminante eines total
reellen algebraischen Zahlkdrpers 6. Grades hat man u.a. nicht
galoissche kubische Erweiterungen K von 2= §(Y2) bzw. Q= @(¥5)
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zu studieren. Hierzu betrachtet man den im Normalkdrper N zu K
enthaltenen Korper L 4. Grades. Es gilt die Diskriminantenfor-
mel OK/_Q = GL/_nfz, wobeifden Fiihrer derjenigen Kongruenzideal-
gruppe vom Index 3 in L bezeichnet, zu der N Klassenkdrper ist.
Fiir f= (1) wurden mit dem Computer fiir 152 fragliche Kérper L
unabhdngige Einheitensysteme und Klassenzahlen berechnet.

2) Bei der Aufstellung aller Klassen im Geschlecht eines total
positiven Gitters L iiber einem algebraischen Zahlkdrper nach

der Methode der Gitternachbarn von M. Kneser kann man bei Kennt-
nis des Mafles des Geschlechts abkiirzend verfahren, indem man
zundchst fiir jeden neuen Vertreter mit dem Computer dessen Auto-
morphismenanzahl ermittelt und mit der MaBformel nachpriift, ob
das Vertretersystem bereits vollstandig ist.

W.TRINES: Behandlung von Problemen der algebraischen Zahlen-—
theorie mit Hilfe des Computers

Es wurden Verfahren beschrieben, mit denen gewisse Grundauf-
gaben in der Theorie der Zahlkdrper mit dem Computer geldst
werden kdnnen, wenn man Grad und Diskriminante des Korpers
nicht zu groB wihlt. Insbesondere: Bestimmung der Galoisgruppe
des Zerfdllungskodrpers eines rationalen Polynoms, Priifung der
Isomorphie zweier durch je ein erzeugendes Polynom definierter
Kérper, Bestimmung von Einheiten- und Klassengruppe eines
Zahlkﬁrpefs.

W.HENN: Automorphismengruppe und Weierstrafpunkte von
Funktionenkdrpern einer Variablen

Sei K ein algebraischer Funktionenkdrper einer Variablen vom
Geschlechte g iiber seinem genauen Konstantenkdrper () mit
char {2 = p ) O. Zur Vereinfachung sei £ aigebraisch abgeschlos-
sen. Es wurde gezeigt, daB fiir die Automorphismengruppe -

g= Aut (K/N) nyl( 16 g4 gilt mit der einzigen Ausnahme, daB K
der unitire Fermatkdrper vom Exponenten n ist, d.h. K={(x,y),
x"+y%+1 =0, n=q+1, q=p°. Hier gilt g= PGU (3,9°), die
Ordnung ist etwas grdBer als 1634 .

Ferner wurden einige neuere Ergebnisse iiber WeierstraBpunkte
berichtet: Fiir einige Kdrperserien mit 'groBer' Automorphismen-
gruppe wyrden sd@mtliche WeierstraBpunkte angegeben. Anzahl und
Fehlerzahlverteilung von WeierstraBpunkten und das Verhalten
bei Konstantenreduktion wurden untersucht.
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W.HAPPLE: Gruppentheoretische Behandlung der Relationen zwischen

Relativnormabbildungen in endlichen galoisschen
Kdrpererweiterungen

Die Relationen zwischen den Relativnormfunktionen wurden defi-
niert. Geeignete Relationen liefern eine Beschrinkung des
Klassengruppenexponenten eines Zahlk®rpers K, der iUber k
galoissch ist, durch die Klassengruppenexponenten von Zwischen-
k3rpern L. Bei der systematischen Untersuchung der Normrela-
tionen erhdlt man eine ziemlich kuriose Liste von Gruppen, fiir
die es keine Normrelationen gibt, die den Klassengruppenexpo-
nenten von K beschrénken. Fiir andere Gruppenklassen zeigt sich,
daB schon ‘kleine’ Zwiséhenkﬁrper auf K zu schlieBen gestatten.
Ferner kann zu gegebener Galoisgruppe eine Liste aller 'inter-
essanten' Normrelationen algorithmisch bestimmt werden.

H.MATZAT: Uber die Nullklassengruppe der Fermatschen
Funktionenkérper

Sei N2 ein Zahlkdrper..Ein Funktionenksrper F(N) :=N(x,y),
x%+y%+1= 0, heiBe Fermatkdrper vom Exponenten n iiber {2 .
Enthdlt £ eine primitive n-te Einheitswurzel? so erzeugen

¢= ((x,5) » @x,5)) wnd o = ((x,5) > (x,5y)) eine Unter-
gruppe von Aut (F%/N) vom Typ Zx3%,. Die Fixkdrper Lﬂ(ﬂ) der
Automorphismen n-ten Grades von (Q,w) mdgen primidre Teilkdrper
heiBen. Diese Definition ist auch fiir %¢(2 sinnvoll.

Die- Anzahl der Erzeugenden der Nullklassengruppe A(K(f})) eines
Funktionenkdrpers K/f2 modulo der Torsion heiBe Rang r(K((2)).

i o = =1 - hekt)
Satz 1: o(t) : t;l']; > $(t) tl;[ ) P

2. r(F'@) - r(LRED)).
tt=n i=1 k=1

Ist n=1 Primzahl, so sind die Iai vom Geschlecht g) O gegeben
qureh L) :=N(u,v), vi=uf(1-uw) fur 1¢k(1-2.

Satz 2: Ist e der 1-Rang der Klassengruppe des l-ten Kreiskér-
pers@so folgt r(L]]é(Q(l))) $ {[1&5]4- 2e} (1-1).
1.1

Satz 3: Ist e g[-]%l] y 80 liegen auf der Fermatkurve x +y +1=0
nur endlich viele rationale Punkte.
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H.P.REHM: Allgemeine Dedekindsche Modulsysteme

Geordnete Halbgruppen, in denen die Operationen

(a,b) — a/b := max{c, cb{a}, (a,b) - max{c, bc{a} =: b\a
definiert sind (reticulated semigroups) werden bei Giiltig-
keit des 'Axioms' (a/a)x ) x und x¢{x(a\a) als 'abstraktes
Dedekindsches Modulsystem' bezeichnet. Beispiele: (i) Klassi-
sche Theorie (auch gebrochener) Ideale in hyperkomplexen
Systemen.(ii) Sdmtliche Untergruppen der Additivgruppe eines
beliebigen Ringes mit 1 bei der aus (i) bekannten Multipli-
kation.(iii) Die Halbgruppe sdmtlicher Relationen auf einer
Menge etc. Es lassen sich wesentliche Ziige der Theorie (i)

in diesem abstrakten Rahmen auffinden, insbesondere die
Brandtgrupoide invertierbarer Moduln zu Systemen von Ordnungen
(die in Zahlkdrpern mit den gewdhnlichen Idealgruppen zusammen-
fallen). '

G. Wolf (Konstanz)
H.-J. Stender (X6ln)
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