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Funktionentheorie

18.2. bis 24.2.1973

Die Funktionentheorietagung, in deren Mittelpunkt Funktionen
einer Verdnderlichen stehen, fand in diesem Jahr vom 18. bis
24.Februar im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach
statt. Die Leitung hatten H.Wittich (Karlsruhe); D.Gaier
(Giessen) und F.Huckemann (Berlin) iibernommen. Der Tagung
wohnten 41 Teilnehmer, darunter 10 aus dem Ausland, bei.

Die diesjdhrige Tagung hatte den Charakter einer Arbeits-
tagung. Im Mittelpunkt standen drei Vortragsserien (jeweils
5 mal 1 Stunde), die insbesondere jlingeren Mathematikern -
Uberblick iber spezielle Forschungsgebiete geben sollten.
Fir diese Vortragsserien hatten sich dankenswerterwgise zur
Verfligung gestellt

D.Gaier: Rdume analytischer Funktionen

Ch.Pommerenke: Randverhaiten analytischer Funktionen
K.Strebel: Quadratische Differentiale.

Neben den Vortragsserien wurden noch 10 Kurzvortrédge von

30 - 45 Minuten Dauer gehalten. Die Ergebnlsse iber die be-
richtet wurde, betrafen hauptsichlich: dle Themenkreise
schlichte Funktionen, Riemannsche Fl&dchen, Differential-
gleichungen im Komplexen.

Teilnehmer

J.Becker, Berlin ‘ F.Gackstatter, Berlin
C.Constantinescu, Lausanne D.Gaier, Giessen
K.Doppel, Wien K.Habetha, Dortmund
Eckert, Berlin H.Herold, Wiirzburg
G.Ehrig, Berlin . H.Hornich, Wien
H.Epheser, Hannover F.Huckemann, Berlin
G.Frank, Dortmund ' K.H.Indlekofer, Frankfurt
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G.Jensen, Berlin M.von Renteln, Giessen
O.Knab, Karlsruhe E.R6ding, Berlin
H.K6ditz, Wirzburg S.Ruscheweyh, Bonn
E.Kiithn, Dortmund Russell; Toronto
H.Kuhn, Karlsruhe T.Sheil-Small, Bonn
E.Lowien, Berlin A.Sontag, Ziirich
W.Meyer-Koénig, Stuttgart K.Strebel, Zirich
Mogk, Giessen H.Tietz, Hannover
E.Mues, Karlsruhe . S.Timmann, Hannover
R.Nevanlinna, Helsinki J.Winkler, Berlin
J.Nikolaus, Bonn H.Wittich, Karlsruhe
A.Pfluger, Ziirich D.Wrase, Karlsruhe “
Ch.Pommerenke, Berlin H.Zieglef, Wiirzburg

H.Reimann, Bern

Vortragsausziige

D.GAIER: Rdume analytischer Funktionen

In einer Serie von fiinf Vortrdgen wurden drei markante
. Themen aus dem oben genannten Problemkreis behandelt:
I: Ring-Isomorphismen und konforme Abbildung;
II: Der Maximalitdtssatz von Wermer;
III: Der Ring aller ganzen Funktionen.
In I handelt es sich um den Satz von Bers, wonach zwei Ge-

.

biete G, G* in ¢ genau dann konform &dquivalent sind, wenn
die Ringe A,A* der in G,G* analytischen Funktionen einen
Isomorphismus ¢ mit ¢(i) = i gestatten. Dies gelingt durch
Betrachtung der maximalen Hauptideale der Ringe. Der Fall
G = G¥ = ¢ wird besonders hervorgehoben.

Der Satz von Wermer wird als Approximationssatz gedeutet.
Die Beweise von Lumer und Cohen werden im einzelnen vorge-
fihrt.

Als Beispiel fiir das Studium eines Funktionenrings wird die
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Struktur des Ringes aller ganzen Funktionen untersucht.
Teilbarkeit, endlich erzeugte Ideale, feste und freie
Ideale, maximale Ideale, Primideale sind die Themen, mit
denen sich der Vortrag III beschidftigt. Insbesondere
wird gezeigt, daB es nicht-maximale Primideale gibt.

CH.POMMERENKE: Randeigenschaften analytischer Funktionen

Das Ziel war die Darstellung der wichtigsten Ergebnisse
iiber das Randverhalten meromorpher Funktionen in

D ={z € ¢€: |z|] < 1}. Etwa die Hilfte der Sitze wurde.
bewiesen, -die ilibrigen nur angegeben.

I.Problemkreis: Winkelgreﬁzwerte fast iliberall

1. Beschrénkte analytische Funktionen: Satz von Fatou ilber
die Existenz von Winkelgrenzwerten fast liberall auf 3D

(mit Beweisandeutung). Einige funktionalanalytische Eigen-
schaften. ) . .

2. Funktionen beschridnkter Charakteristik: Darstellung,
insbesondere als Quotient beschrinkter Funktionen. Ein-
deutigkeitssatz von Riesz (mit Beweis). Existenz von Winkel-
grenzwerten fast iiberall. .

3. Hardy-Klassen: Einige funktionentheoretische und funk-
tionalanalytische Eigenschaften. Satz von Riesz iiber die kon-
forme Abbildung von Gebieten mit rektifizierbarem Rand

(mit Beweis).

4. Satz von Plessner: Fiir jede meromorphe Funktion in D

sind fast alle Punkte von D Plessner-Punkte (d.h. in jedem
Winkelraum wird jeder Wert -approximiert) oder es existiert
ein endlicher Winkelgrenzwert (mit Beweis) .

Folgerung: Eindeutigkeitssatz von Privalov.

II.Problemkreis: Hiufungsmengen und asymptotische Werte

1. H&aufungsmengen . i
2. Bagemihl ambiguous point theorem: Fiir jede komplex-
wertige Funktion existieren nur abzdhlbar viele Punkte auf

3D, fir welche Hiufungsmengen léngs verschiedener Kurven
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disjunkt sein kdnnen. Beweis unter Benutzung des topolo-
gischen Satzes von Moore-Jensen iiber verallgemeinerte
Trioden (mit Beweis). A

3. Mengen l.Kategorie. Collingwood maximality theorem.
Radialverhalten analytischer Funktionen auf Mengen l.Kate-
gorie.

4. Randhdufungsmengen: Sétz von Iversen (mit Beweis).
Satz von Gross und Iversen.

5. Existenz asymptotischer Werte: Asymptotische Werte und
Koebe-Bbgen. Satz von Collingwood-Cartwright iiber den
Zusammenhang zwischen Werteannahme und asymptotischen
Werten (mit Beweis).

6. Normale Funktionen: Definition und Beispiele. Bloch-

Funktionen und deren Zuéammenhang mit der Bloch-Konstante -

und auch schlichten Funktionen. Lehto-Virtanen Maximum-
prinzip flir normale Funktionen. Koebe-Bdgen fiir normale
Funktionen. Satz von Lehto-Virtanen iiber die Identitdt
von asymptotischen Werten und Winkelgrenzwerten normaler
Funktionen (mit Beweis). Existenz von asymptotischen
Werten auf iliberabzihlbar dichter Menge. )

K.STREBEL: Quadratische Differentiale

1) Definition einer Riemannschen Fldche, einer berandeten

Riemannschen Fiache, des Spiegel-Bildes und der Verdoppelung

einer berandeten Riemannschen Flé&che.
Definition eines meromorphen quadratischen Differentials ¢

auf einer Riemannschen Fliche. Trajektorien: Integralkurven

der Linienelemente ¢(z)dz2? > O. Einfiilhrung der inversen
Funktion ¢-1, wo ¢(z) =f /$(z) dz. Anwendung dérselben
zur Ermittlung der Trajektorienstruktur. Geschlossene
Trajektorien.

2. Lokales Studium der Trajektorienstruktur in der Umgebung

der reguldren und der kritischen Stellen von ¢. Lokales
Verhalten der Metrik |[¢(z)|!/2|dz].
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3) Filir kompakte Fldchen: Globales Verhalten der Trajekto-
rien, insbesondere der “Spiralen". Die Hiufungsmenge
eines Spiral-Strahls.

4) Die Metrik [¢(z)|1/2}dz| im Grossen: Teichmillersche
Winkelrelation, Eindeutigkeitssatz fiir die geodidtische
Verbindung zweier Punkte  bei holomorphem ¢ in einem einfach
zusammenhdngenden Gebiet. Trajektorienbogen sind die kiir-
zesten Verbindungen zwischen ihren Endpunkten, geschlossene
Trajektorien die kiirzesten geschlossenen Kurven in ihren
Homotopieklassen.

5) Anwendungen von quadratischen Differentialen auf
A) Teichmiillersche Abbildungen
B) Charakterisierung der kompléxen Dilatation extre-
maler quasikonformer Abbildungen im Einheitskreis
C) Ringgebiete auf kompakten, punktierten Flichen,
Extremalmetrik. '

K.DOPPEL: Eine spezielle Klasse von schlichten Funktionen

Mit einer von Van d. Waerden gegebenen stetigen Funktion
einer reellen Veridnderlichen, die nirgends differenzierbar
ist, wird eine Klasse von im offenen Einheitskreis schlich-
ten Funktionen, deren Argument der 1. Ableitung beschrinkt
ist, konstruiert. Diese Funktionenklasse steht im engen
Zusammenhang mit einer Vermutung iiber eventuell isoliert
liegende schlichte Funktionen in dem von H.Hornich definier-
ten Banachraum B; {iberdies gilt fiir jede dieser Funktionen:

lim ‘[S l£ (rel?) |r ad =

r+1 a ’

fir jedes reelle a, 8§ mit a < B.
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G.EHRIG: Die Bieberbachsche Vermutung fiir eingeschrénkte

zweite Koeffizienten

Sei § = {f | f analytisch und eineindeutig in D={z | |z| <1}

w©
mit der Normierung f£(z) = z + |} anz").
n=2

ﬁnter der Einschrédnkung des zweiten Koeffizienten bewies
Aharonov, daB fir £ € S mit |a,| < 1.05 gilt: |a | <n
Vn=3,4,... .

In dem Vortrag wird gezeigt, daB dieses Ergebnis unter Be-
nutzung der Ungleichung von Fitz Gerald erweitert werden
kann. Es gilt der )

Satz: Sei £ € S und n 2 7. Dann gibt és Konstanten Kn so,
das gilt: [a | < n fir |a,| < K und lim K = 1.5879.

Ny
Die Konstanten Kn werden explizit angegeben. Zum Beispiel
gilt |a | < n in dem Fall
n =17 fir |a,]

IA

K, = 0.9547
n =10 fir |a,] Kjo = 1.110
n >« fir |a,] < 1.5879.

A

" H.HEROLD: Vergleichssitze bei linearen Differential-

gleichungen im Komplexen

Es werden Sdtze angegeben, die es gestatten, die L&sungen
einer linearen Differentialgleichung mit komplexwertigen

‘Koeffizienten mit den Ldsungen linearer Differentialglei-

chungen mit reellwertigen Koeffizienten zu vergleichen, z.B.:
Seien pj(z) (j =1,...,n), £(z) holomorph in |z| < R, Pj(r),

F(r) stetig fiir r € [O,R), max |[f(z)]| < F(r).
lzl=x

Ist w(z) eine Losung der Differentialgleichung

n .
w® Y pi@w®) < f(e),
. j=1 3
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W(r) eine LoGsung von

n .
w™ _ Y e w®™ ) C g
LFy
j=1
mit
w® 0] <w*r0) « =o0,...,0-1),
so gilt mit |z| = r fiir r € [O,R)

{w(k)(z)l < w® (p)

H.HORNICH: Ein Banachraum analytischer Funktionen in

Zusammenhang mit den schlichten Funktionen

B sei die Menge der in G(Izl < 1) analytischen. Funktionen, -
die im Kleinen schlicht sind (f'(2) # O in.G) mit der
Normierung £(0) = 0, £'(0) = 1, fiir die suplarg f' (z)]| <= .
B sei ein linearer Raum mit der Addition (f,9 € B)

[ £ (09" (t)de = [£,9] (2)
° ;
und der Multiplikation'mit reellen zahlen o
z .
[ [£'(2)1%Ac = a x £(2), wobei [£'(0)1% = 1 sei.
° .
suplarg £'(z)| und die Metrik
z€G

IITE, (-1)xgl|| = sup Jarg £'(z,) -arg £'(z,) -
Z.,2,€G L 2
1742 - arg g'(z)) + arg g'(z,) |

Fihren wir die Norm |[|f]

]

ein, so ist B ein Banachraum. Speziell werden die Zusammen-
hangsverhéltnisse in der Menge S der schlichten Funktionen
€ B untersucht und mehrere offene Fragen behandelt.

H.KODITZ: Uber die Hiufigkeit "fortsetzbarer" meromorpher

Funktionen auf abstrakten Riemannschen Flichen

Fir eine offene Riemannsche Fliche F versehen wir den
Kérper M(F) der auf F meromorphen Funktionen mit der Topo-
logie der lokal gleichmiBigen chordalen Konvergen:z.
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M(F) wird so zum BAIRE'schen Raum.

Eine Uberlagerungsfliche (F,f) heiBt fortsetzbar zu einer
Uberlagerungsflédche (G,g) (f € M(F), g € M(G)), wenn eine
konforme, injektive, jedoch nicht surjektive Abbildung
¥: F>G mit £ = g|«f(F)°T existiert. Es wird gezeigt:

Satz: MM(F) := {f € M(F) | (F,f) ist nicht fortsetzbar}
ist in M(F) eine Residualmenge.

: N
4
E.LOWIEN: Ein Extremalproblem fiir den 3-fach punktierten
Einheitskreis

Fir drei gegebene Punkte a,b,c des Einheitskreises E wird
unter den Gebieten GTE - {a,b,c}, deren Komplement bez. E
zusammenhéngend ist, dasjenige Gebiet Go gesucht, fir das
der Modul seinen gré8ten Wert annimmt.

Es wird gezeigt, das8 E - (G,w{a,b,c}) aus den von n, aus-
gehenden Trajektorien des quadratischen Differentials

ono = Qno(z)dz2 besteht, wobei Qn(?) fir n € E eipe
rationéle Funktion von z ist. Der eindeutig bestimmte
Punkt ng erweist sich als Schnittpunkt der L&sungen zweier

Differentialgleichungen.

,

J.NIKOLAUS: Subnormale L8sungen linearer Differential- .
. gleichungen

Gegeben sei die Differentialgleichung

(o w™ +L,(2) +L1(2)qu‘ ), .. H-'k(Z)eqk(z) =0

i = (n-1) s .
m;t Lj(z) = an_l'j(z)w + ... +ao'j(z)w, wobei die ai’j(z)

und die qj(z) Polynome sind. Hat dann (D) L&sungen endlicher
Wachstumsordnung A, so ist A rational und 14Bt sich aus
einem Diagramm folgender Ausdriicke bestimmen:

w(n)+Lo, LyseeesLy.

o®




Der Beweis dieser Behauptung wird hier angedeutet. Er ver-
wendet Ergebnisse der Zentralindexmethode von Wiman-Valiron.
Die Anwendung dieses Satzes an folgenden Beispielen ergibt:
Die Differentialgleichung Q“ + sin(z2) w' + (cos z)w = O

hat keine L&sungen endlicher Ordnung. Wenn die Differential-
gleichung w" + (sin z)2 w' + (cos z) w = O Lo&sungen end-
licher Ordnung hat, dann sind diese Ordnungen gleich 1.

E.RUDING: Konforme Abbildung endlicher Riemannscher Flichen
auf kanonische Uberlagerungsflschen der Zahlenkugel

Die endliche Riemannsche Fliche i(g,f,s) vom Geschlecht g
mit r 2 1 Randlinien und s 2 O punktfdrmigen Randkomponenten
kann man als Uberlagerungsfliche der Zahlenkugel konkreti-
sieren derart, daB fir die Blattzahlen iiber T - {|w]| =11}

a) m < g + E%E gilt, falls r + s gerade . °

B) m < g + Eig:i gilt, falls r +s ungerade und 2g +5 < r+s,

und die Bilder des Randes von R bei dieser'Konkfetisieruhg
iber der Einheitskreislinie gelegene Schlitze sind. Um die
Beweismethode zu erldutern, wurde der Satz fiir g = O,

r beliebig, s = O bewiesen.

. S.RUSCHEWEYH: Uber die Vermutung von Polya und Schénberg

Seien K,S¥,C die Familien der in der {iblichen Weise normier-
ten schlichten Funktionen, die den Einheitskreis auf konvexe,
sternfdrmige bzw. fast-konvexe Gebiete abbilden. Fiir je

zwei im Einheitskreis holomorphe Funktionen

f(z) = } akzk ,  glz) = § bkzk
k=1 k=1
sei

(feg) (z) := z akbkz

die. Faltung von f und gq.
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Polya und Schénberg (1958) vermuteten, daB die Faltung von
je zwei Funktionen aus K wieder in K liegt. Ein Beweis
dieser Vermutung wurde in diesem Vortrag skizziert. AuBer-
dem wurden weitere Ergebnisse in dieser Richtung ange-
kiindigt: 1) Die Faltung je einer Funktion aus K und C liegt
in C. 2) Die Faltung von je zwei ungeraden Funktionen aus S¥*
liegt in S§*. 3) Seien g,h € K und (¢ subordiniert zu g,

so ist ?*h subqrdiniert zu g *h. (Das letztere beweist
eine Verallgemeinerung einer Vermutung von Wilf (1961)).
Eine Anwendung dieser Resultate, die alle in Zusammenarbeit
mit T.Sheil-Small (University of York) entstanden sind,
betrifft den Wertebereich gewisser stetiger Funktionale

auf C. '

H.J.W.ZIEGLER: Deformation und Wertverteilung holomorpher

Kurven

Es wird eine geometrische Erweiterung der Nevanlinnaschen
Theorie erl&utert, welche von der Erweiterung durch Weyl
und Ahlfors sehr verschieden ist.

E.Mues (Karlsruhe)
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