MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagungsbericht 16/1973'4

Spline-Funktionen tath. Forschungsinsiitut

29.4. bis 2.5.1973

. Spline-Funktionen bilden eine Klasse von Funktionen mit hervor-
ragenden approximationstheoretischen Eigenschaften. Sie .sind.in
den letzten 10 - 15>Jahren sehr intensiv erforscht worden. ;. . -

Die erste Tagung iber Spline-Funktionen stand unter der’ Leitiing
von K.B6hmer, Karlsruhe, G.Meinardus, Erlangen.und.W.Schempp,
Bochum. Leider konnte die Einladung zu dieser Tagung_erst fg;ht
spit verschickt werden, so daB nicht allzu viele auslandische
Gdste an der Konferenz teilnehmen konnteﬁ. Trotzdein warén®die
aauptforschungsrichtungen durch Vortrége vertreten)»tl
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Vortragsausziige *) v

K. BbHMER ”Ubé?;dle stetige Abhdngigkeit von Splines,

¥

i Verglelch von Ausgleichssplines und Ausgleichspolynomen
[Px
S

Unter der Voraussetzung :
X,Y,2 Hilbertrdume, T € X (X,Y), A e JL(X,2),
TX = ¥, AX = Z, ker A + ker T abgeschlossen in X
@ + K = konvexe abgeschlossene Teilmenge von Z
werden Existenz- und Eindeutigkeitsresultate fiir Interpolations- .‘

splines, filir Splines auf K und Ausgleichssplines mitgeteilt.’
Interpoliert s(z) das Element 2z € Z bzw. approximiert der Aus-
gleichsspline s (z) z € 2 ( ”Tsp”2+ o ||As -z|[|2 = min.), so ist

A

Isz)-s@ |l <k llz-zll , lIs (2)=s (@) | < x]lz=Z]]

und fiir dim (ker Air'\ ker TJ-) < ®

' ‘ = - 1°1,
ls@-s, @1l <x L, s ) - s il sxcie-zi+12-11).
Numerische Expérimehte zeigen, daB man bei bekannten Niherungs-
werten fiir Funktionswerte einer zu approximierenden Funktion i.a.
bessere Ergebnisse mit Ausgleichssplines ‘als mit Ausg;eigthf
polynomen erziglt.

F.~J.DELVOS: Die Blending-Methode fiir Spline-Systeme

Mittels zweier Spline-Systeme, deren Spline-Projektoren nach der
Methode von Sard konstruiert sind, wird ein  neues Spllne System .
definiert: das Blending-Schema.

Dieser Zugang erméglicht es, die charakteristischen Minimaleigen-
schaften von Spline-Funktionen aus den Minimaleigenschaften des
Spline-Systems herzuleiten.

Als Beispiel wird die blended-lineare Interpolation sowie die
Konstruktion von damit zusammenhidngenden optimalen Quadratur-

%

|

|

|

formeln untersucht. .ﬂ
o e |

|

\

Soweit die den Vortrdgen zugrunde liegenden Arbeiten nicht be-
reits erschienen sind, werden sie in einem Tagungsband des Biblio-
graphischen Instituts Mannheim von den Tagungsleitern herausgegehen.

|
|
|
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H.ENGELS: Richardson-Extrapolation mittels kubischer Splines

Statt mit polynomialer oder rationaler Interpolation w1rd d1e
Richardson-Extrapolation mittels kubischer, 1nterp011erender
Splines ausgefiihrt. Man erhdlt einen einfachen Algorithmus und.
Konvergenz unter sehr schwachen Bedingungen. An&endung bei dei‘
Quadratur liéfert ein Quadraturverfahren von‘festet Fehler-
ordnung mit positiven Gewichten. Die Fehlerordnung'ist,je.nach.
Wahl der Randbedingungen des Splines gleich der Fehlerordnung .-
der Trapez-Regel oder der Simpson-Regel. Analoge Resultate
bringt die Anwendung dieser Art Richardson—gxtrapolation"béi 2

der numerischen Differentiation.

e

1

G.HEINDL: Uber Interpolationsfunktionen, die bei vorgegebener::
Lipschitzkonstante fiir -die n-te Ableitung extremale

: Integrale besitzen . o S

Ist V eine durch linear unabhanglge Interpolatlonsbedlngungenﬁ

der Form [ : B R . s LT s vl
. E § (), '
1.(f) = a” £ (x Yy =¢c,, i=1,...,m,
1 v=0 u=1 “¥ u .

charakterisierte Hyperebene in E := {f: [5,b]'+fR; f(n) e L1p[a,b]}
und M > inf{p(f) := inf{L € R: If(n)(y) - f(n)(x)|_; L|y-x| fur
alle x,y € [a,bl}, f € V}, so ist ;

PR

b
1,: £» [ f(t)dt, £ € E, auf K := {f € V: p(f) < M} (genau dann)
. Ta R .

beschrdnkt, wenn 1o auf {f € E: p(f) = 0} = {f: [a,b] » R: f Polynom
vom Grad < n} von 11""'1 linear abhdngig ist. Unter dieser

Voraussetzung wird gezeigt, daB es eine Spline-Funktion f
£
Treppenfunktion f;(_) von konstantem Betrag M. 2) {f € K: 1o(f) =
= sup(inf)loK} = (f+(_)-+g: g Polynom vom Grad < n und li(g) =0

fir alle i ='1,...,m}. Die Bestimmung von Y+(_) kann auf die Ldsung

+(-) gibt

mit den Eigenschaften: 1) ist unbestimmtes Integral einer -

eines Systems von k < m (nicht linearen) Gleichungen fiir die (nicht
hebbaren) Sprungstellen von f+(_) zurlickgefiihrt werden. Dabei sind
Bedingungen fiir Anzahl und Lage dieser Sprungstellen, die sich aus
der Voraussetzung M > inf{p(f): £ € V} ergeben, zu beriicksichtigen.

Forschungsgemeinschaft . © @
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K.JETTER: Splines und Quadraturformeln

Es werden Quadraturformeln des'Typs

+
(1) f(x)dx

Rf

Qf + REf ,
O fiir f € s = Sp-1lZyre-crzpimy,.. . ml

e

betrachtet. Dabei sei S die Gesamtheit der Splines vom Grad m-1
mit Knoten z; (zi € (-1,+1)) der maximal zuldssigen Vielfachheit

m-ml-1 . . n
mo(i=1,..,0. Ist @ = § aBPe@l ) 4 V) +
1 N (o) . 1 1
i=0 i=1
menl-l 4y (4)
+ izo a  f (+1), und gilt -1 < x; < X, < ... < X < +1, so

k
gibt es unter der Voraussetzung m! + m?2 +- Z m; =m + 2n
. i=1 -

genau eine Quadraturformel vom Typ (1), die der geforderten Exakt-
heitsbedingung geniigt.

Die Q.F. besitzt maximalen Exaktheitsgrad.
(o) (o)
o

Die Gewichte a ,al,...,an,an+1

sind nicht-negativ. . o

G.MEINARDUS:  Zur Theorie der B-Splines

Ausgehend von einer komplexen Integraldarsteilung der Schoenberg-
Curry-schen B-Splines n-ter Ordnung
_ 1 f n(z-x)nfldz

X yeeesX ) - — p
v+l v+n 2ni 4 (z xv)(z xv+1)...(z X,

Bn(X;xv'

)

+n

wird gezeigt, daB sich alle bekannten Eigenschaften, insbesondere
die Basiseigenschaft (Vielfachheiten der Knoten eingeschlossen),
in einfacher Weise gewinnen lassen. Auch Basisprobleme bei endlich
vielen Knoten sind leicht zu behandeln. Offene Fragen ergeben sich
im Zusammenhang mit Abschédtzungen des Maximums der B-Splines.
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G.MERZ: Zur Konstruktion periodischer Interpolationssplines

mit dquidistanten Knoten ) -

Ist s(x) der periodische Interpolationsspline vom Grad 2k+1 mit
s(x“) =y, und bezeichnet pv(x) die Restriktion von s(x) auf das
Intervall [x,_,,x,], so gilt im Fall squidistanter Knoten mit

q,(t) = p [x _,+tx -x 1)1, q(t) = (a, (t))N 1oy - (yv)gfll
¢ = exp (2ni/N), W =.i%((;uv))g-1' Q(t) = diag(l-z )2k+2 Z MY by 2KFL

o I
'}

0(1)N-1,

a(t) = wxQ(t)Q ! (1)wy.

Zur ‘Berechnung von Wy wird im Fall N = 2™ ein Verfahren angegeben,
das mit N logzN Multiplikationen auskommt und auf der folgenden
rekursxven Berechnung des durch QN(; ) = NyN_ , u = O(1)N-1, fest-

gelegten Polynoms QN(z) Z a z _beruht: Mit a = (c:.\))::‘_1 ist zu-
s ’ _ T )

nachst 7%(1— Wy. Setzt man ]etzt fur v = O(l)N.l‘ Pv'o = Yy-, Sowie

mu 1

fir y = O(1)m-1 und v = 0(1)2 -1 )

_ ~'A , —ve2¥ M C —ve2¥ oM
Pv v+1(z) =P, (z)(1+; z% ) + P omu l'u(z)(l I3 z¢ ) ,
so gilt P (z) = QN(z) (G.Meinardus und G.Merz)

H. TER MORSCHE On the existence and convergence of a Class of )

Interpolatory Splines of arbitrary degree

‘ Let O = Yo € ¥y < oee < Yo .= 1 be a uniform subdivision of the
interval [0,1]. We con51der a l-periodic spline of degree m, with.
mesnfpoints‘yo,yl,...,yn, that interpolates a given l-periodic
function £ (£(0) = f(l)) in the interpolationpoints X3 =Y¥3 -~ Ah,
where h = l/n and 2 a fixed real number O < X < 1.

It 1s shown that a l-periodic interpolatory spline y'of odd
degree always exists if A # 1/2; in case the spline is of even
degree existence is guarenteed for all values of A except A = O.
Moreover, we establish an estimate for the difference

max If(m 1)(x) - &ﬂm 1)(x)l This estimate depends on X and
x€[0,1]

Deutsche .
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f(m-l)'

the modulus of continuity of the function i.e. we have

max |f(m—l)(x) - y(m—l)(x)| < (Tﬁ—T:%EKTT + l)w(f(m-l):%).
. x€e[0,1] m '
Here Pm(-l,x) is a polynomial of degree m, generated by

d .
ar Pm(-l,A) . 2Pm_l(-1,x), Po(-l,A) = 2x-1 apd with

. - 1 . :
Pm(—l,O) =0 if m is eveq, Pm(_l’i) = 0 if m is odd.

F.NATTERER: Verwendung verallgemeinerter Splines fiir die numerische

Behandlung singuldrer Randwertaufgaben

Zur numerischen Ldsung von Randwertaufgaben gewthnlicher Diffe-
rentialgleichungen mit Singularit&ten, wie sie etwa in der
Quantenmechanik oder in der Diffusionstheorie auftreten, wurden
in letzter Zeit hdufig Projektiohsverfahren mit verallgemeinerten
Splines als Ansatzfunktionen vorgeschlagen. Es wird ein kurzer -
Uberblick iiber diese Arbeiten gegeben. Sodann‘wird das Verfahren
im Falle eines singuldren Systems der Art ) A

y' - i[)y +Wx)y=£f, 0<x<1,
1im ax"V y(x) + By(1) = O

x+0 . .

erliutert. Hier ist U eine konstante und W(x) eine etwa stetige
Matrix. Es wird gezeigt, daB8 durch geeignete Wahl der Splines
und der Unterteilung eing von der Singulatitét unabhdngige Kon-

vergenzordnung erreicht werden kann.

A.SARD: Approximation based on nonscalar observations

Suppose that we wish to approximate a mathematical object x on
the basis of observations of x. We group the observations to-
gether and call them Fx. The observation Fx is to determine our
approximation of x, but FX need not determine x itself. We posit
the existence of a coobservation Ux with natural properties:.

Fx and Ux determine or overdetermine x; Fx and a bound on | Ux|
determine an appraisal of fhe error in our approximation.

Deutsche
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Where the observation Fx is a finite number of scalars, it
cannot convey much information about x. In the present theory
we allow Fx to be an element of an infinite dimensional space.
We define splines relative to F, U under minimal hypotheses.

. One may now treat applications which formerly were inaccessible.

R.SCHABACK: Zur Konstruktion von Spline-Interpolierenden

Ausgehend von elner Verallgemeinerung der Taylorformel wird fur
die M-Spllne-Interpollerenden nach LUCAS (1972) fir endlich
viele Funktionale mit einer gewissen Kommutierbarkeitseigen-
schaft ein Kop;truktionsve:fahren angegeben, welches durch ver-
allgemeineite B-Splines bei geeigneter Wahl abstrakter Differen-
zenquotlenten d1e als gunstlg bekannten Methoden zur Spl1ne-
Interpolatlon enthalt _Unter zusdtzlichen Symmetrie- und
Pos1t1v1tatsvoraussetzungen lassen sich die ubllchen elementaren
Mlnimalelgenschaften 1nterpolierender Spline-Funktlonen ablelten,
die entsprechenden Aussagen uber beste Approxlmation 11nearer'
Funktlonale durch Spllne-Interpolierende folgen aus dem Vortrag
des Verfassers vom Oktober 1971..AuBerdem ergibt sich auf ein—‘“
fache Welse eine Verallgemelnerung des Satzes von PEANO uber dle
Restglieddarstellung linearer Funktionale. Als Anwendungen werden
singuldre Spline-Funktionen nach JEROME & PIERCE (1972) sowie
mehrdimensionale Spllne—Funktlonen behandelt; letztere lassen
sich ohne Voraussetzungen iiber die Lage der Stutzstellen im
Grundgeblet konstruktiv angeben und zur Erzeugung optimaler
Naherungsformeln 1n mehrdlmenSLOnalen Gebleten verwenden.

E.SCHEFFOLD: Uber das Spline-Problem

Anhand'einervkleinen, abstrakten Spline-Theorie wird ein allge-
meines Spliné-Problem behandelt. Fiir die dabei eingefiihrten ‘
"T- Spllne Elemente werden die filir die natiirlichen Spline-Funk-
tionen ungerader Ordnung bekannten 0pt1ma11tatseigenschaften
bewiesen.

o®




W.SCHEMPP: Zur Theorie der Spline~Systeme ) - z

Es wird der Begriff des (reellen) Spline-Systems eingefiihrt,
die zugehdrigen Minimaleigenschaftén (Minimierungen im Grund-
raum, duale Minimierung) angegeben und der Zusammenhang mit
den Sard-Systemen dargelegt. Konkrete Beispiele fiir Splihe—
und fiir Sard-Systeme sollen der Illustration dienen.

\

K.SCHERER: Charakterisierung von.Lipschitz-Klassen durch die .

beste Approximation durch Splines

Es werden verallgemginefte Lipschitz-Rdume (Besov-Rdume) durch
das Konvergenzverhalten der besten Approximation durch eine
Folge von Spline—UpterrEumen chaqutefisiert. Polynomiale
Splines werden betrachtet und direkte und inverse S&tze énge-
geben, die Abschatzungen nach oben bzw. unten durch Stetig-
keitsmoduli beinhalten. Wahrend d1e direkten Sdtze szch fir
belleblge Vertellungen der Knoten beweisen lassen, geht be1
den, inversen Sdtzen d1e speZLelle Form der Vertellungen ein.
Dies wird ‘besonders an Hand des Grenzfalles der Saturation
dlskutlert. R

K.-H.SCHLOSSER: Tensorproduktschema von Spline-Systemen

Mittels zweier Spline-Systeme, deren Spline-Projektoren nach
der Methode von Sard konstruiert sind, wird ein neues Spline-

System definiert: das Tensorproduktschema.

Dieser Zugang ermdglicht es, die bekannten charakteristischen
Minimaleigenschaften der konkreten Tensorprodukt-Spline-Funk-
tionen aus den Minimaleigenschaften des Spline-Systems herzu-
leiten.

Als Beispiel wird die bilineare Inteipolation sowie, damit
zusammenhédngend, die Konstruktion optimaler Quadraturformeln
behandelt. »

DF Deutsche .
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H.SPKTH: Verallgemeinerte kubische Spline-Interpolation

Die Spline-Interpolation mit kubischen Polynomen hat gegeniiber
dem Polygonzugverfahren (Spline ersten Grades) den Vorteil der

zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit und den Nachteil einer

moglicherweise unerwiinscht starken Schwankung in gewissen
Intervallen. o

Bei der verallgemeinerten kubischen Spline-Interpolation k&nnen

die Vorteile beider Verfahren intervallabhingig gewichtet kom-
biniert werden. '

" Beispiele sind die bereits bekannte exponentielle und eine -
_ rechentechnischAvorzuziehende, spezielle rationale Spline-
Interpolation.

Die Ubertragung auf zwei und mehr Dimensionen bringt keine
Schwierigkeiten.

H.WERNER: Nichtlineare Splinefunktionen

Zu gegebenem abgeschlossenen Intervall I = [a,B] uhd festen

Knoten a = x. XKy < eee <Xy =B kann man nichtlineare Splines-

. (<] .
der Ordnung k definieren durch

T:=ts | seckam, Shp, = Py G0+t (x) £ir 3 = 1,...,m}.

3

Dabei sei I, = [xj—i’xj} und tﬁ(x) € Qg mit in Ij zweiparamet-

3
rischen k-mal stetig differenzierbaren Funktionenklassen, die

reguldr, steif und steil in den Randpunkten sind, pj(x) sind
Polynome vom Grade k-1.

. Es wird ausgefiihrt, welche Entartungen die Grenzfunktionen
gleichmdBig konvergenter Folgen aus'Qr haben kénnen. Damit ist
fir die Tschebyscheff-App:oximation stetiger Funktionen die
Existenzmenge beschrieben.

Zur Charakterisierung der besten Approximierenden wird eine
hinreichende Bedingung angegeben.
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H.L.LOEB: An Algorithm for Computing Best Uniform Approximations ¥
for Spline Functions with Free Knots ’

A numerical method is described for obtaining best uniform
approximations to a continuous function from the family of
spline functions with free knots. The algorithm is based on
a result of Barrar and Loeb which states that such a family
can be regarded as the limit of a sequence of varisolvent
systems. For varisolvent systems the Remez algorithm can be
applied to obtain best approximations.

(H.Hilgers und H.L.Loeb) .

K.BShmer (Karlsruhe)
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