i MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagungsbericht 17/1973

Intervallrechnung

2.5. bis 5.5.1973

. Die diesj&hrige Tagung.ilber Intervallrechnung wurde geleitet
.von K. Nickel (Karlsruhe), E. Nuding (Heidelberg), und
P. WiBkirchen (St. Augustin-Birlinghoven).

Wihrend bei der vorherlgen Tagung uberw1egend neue Algorithmen
referiert wurden, zeichnete sich auf der dleSJahrlgen Tagung
der Trend ab, die blsherlgen Forschungsergebnlsse ‘auf dem Ge-
biet der Intervallanalysis unter allgemeinen Ge51chtspunkten
zu sichten, um neue erfolgversprechende Forschungsrichtungen
in Angriff zu nehmen. Der Schwerpunkt der Vortrage lag auf den
Gebieten

- algebralsche und analytlsche Grundlagen der Intervallanaly31s
- llneare und nlchtllneare Glelchungssysteme.

Auf grofes Interesse stiefen Fragen der Konvergenz numerischer
"Algorithmen und der Verallgemeinerung von Intervallarithmetiken.

Der Umfang der Arbeiten auf dem Gebiet der IntervéllaﬁalysiS'
ist inzwischen so groB geworden, daR eine Zusamﬁeﬁétellung der
. bisherigen Ergebnisse notwendié erscheint. Die Tagungsteil-
nehmer diskutierten intensiv ilber verschiedene Klassifikations-
schemata. Mit Zustimmung wurde  zur Kenntnis'genommen, daB in
Karlsruhe eine zentrale Literaturstelle eingérichtéf wird.
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Vortragsauszilge

H. FISCHER: Hypernormbille als abstrakte Schrankenzahlen

In linearen Riumen werden mittels eines vefallgemeinerten
Normbegriffes gewisse Teilmengen ausgezeichne;, die Hyper-
normb&lle. Sie stellen eine Verallgemeinerung von NICKEL's
Schrankenzahlen dar. Sodann wird untersucht, wie mit diesen
Hypernormb&llen gerechnet werden kaﬁn.

i

M. HAUENSCHILD: Uber Ansitze zur komplexen Kreisarithmetik "

Fir die bei der Multiplikation komplexer Kreise entstehendén-
Mengen wird der relevante Teil der Randkurve berechnet und

der Radius des kleinsten .die Produktmenge enthaltenden Kreises
mit vorgegebenem Mittelpunkt auf der Symmetrieachse angegeben.
Drei Ans&tze werden verglichen und die durch sie induzierte
Struktur untersucht: Die Produktmenge enthaltenden Kreise mit
minimalem Radius- 1) ohne Zusatzbedingung, 2) der maximale Null-
abstand darf sich nicht vergréfern und 3) wird das Produkt der
Mlttelpunkte als Mlttelpunkt vorgegeben. )

W. GLASER:  Arithmetik fﬂr verallgemeinerte Intervalle

Die arithmetischen Operationen +,-,% fﬁbren, wie man weiB,
nicht aus- der Menge der reellen Intervalle heraus. Doch ist
die Division durch Nullintervalle nicht erklirt. Um eine
Division' durch beliebige Intervalle definieren zu k&nnen,
werden verallgemeinerte Intervalle eingefiihrt und die arith--
metischen Operationen +,-,* ,/ auf die Menge der verallge-
meinerten Intervalle erweitert.
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Th. KREIFELTS: Optimale Basiswahl fiir eine Gleitkomma-
Intervallarithmetik

Bei der Auswahl einer internen Gleitkomma-Darstellung fir
einen bin4ren Computer mit vorgegebener Wortlinge sind vom
numerischen Standpunkt aus zwei Gesichtspunkte maBgebend:
| erstens die GréBe des zullssigen Zahlbereichs und zweitens
die Genauigkeit der zugehdrigen Gleitkomma-Arithmetik.
Verwendet man Intervallarithmetik, so interessiert man sich
! fir die Genauigkeit der zugehdrigen Gleitkomma-Intervall-
! arithmetik. Der Begriff Genauigkeit wird definiert ilber ein
| statistisches Rundungsfehlermodell fiir Intervallarithmetik.
‘ Dann wird gezeigt, daB® bei bin#ren Computern Gleitkomma-

Intervallarithmetik mit tblicher Auﬁehrundung zur Basis U
durchschnittlich kleinere Intervallbreiten liefert als alle
anderen Gleitkomma-Intervallarithmetiken zu einer Basis 2k
bei gleicher GrbRe des zullssigen Zahlbereichs.

K. NICKEL: Die numerische Konvergenz von Intervalliterationen

Zundchst werden éllgemeine (numerische) Algorithmen einge—
filhrt und die Begriffe der Konsistenz, der (lokalen und ‘
globalen) Stabilit4t und der (numerischen) Konvergenz de-
finiert. Die bisher bekannten S&tze der folgenden Art werden
mitgeteilt: Aus Konsistenz, lokaler Stabilit#4t und einem
passenden "Abbrechkriterium folgt>Konvergenz (S4tze von
Ritter-Nickel, Krawczyk und B. Schmitt)..Zwei neue Sitze .
dieser Art in einem halbgeordneten Raum werden mitgeteilt
fir die Klasse der monotonen Algorithmen. Die Anwendung
dieser Sitze auf die Intervallanalysis liefert numerische
Konvergenz unter dem "ilblichen" Abbrechkriterium: Stbp,

wenn die numerisch berechneten Intervalle sich nicht weiter
zusammenziehen.
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H. RATSCHEK: Mittelwertsiitze fiir Intervallfunktionen’

Mittelwertsltze fir reelle Funktionen f: R+R werden fir ver-
schiedene Uberlegungen in der Intervallarithmetik herange-
zogen, wie zum.Beispiel die einschlieBende Approximation
von reellen Funktionen, intervallarithmetische Newton-Ver-
fahren fUr reelle Funktionen, die einschlieBende Abschitzung
eines bestimmten Integrals, usw. - : .
Derartige Uberlegungen k8nnen auf Intervallfunktionen
F: R*I(Ri ausgedehnt werden, wenn man Mittelwertsitze fir
. Intervallfunktionen als Grundlage benutzt. Unter Heranziehung
einer geeigneten intervallanalytischen Differenzierbarkeits-
version ist es mdglich, brauchbare Mittelwertsitze zu ent-
wickeln, die formal den Mittelwertsftzen fir vektorwertige
Funktionen 4hnlich sind. Um zu optimalen Abschétzungen zu
kommen, ist die Einfilhrung einer Vérknilpfung zweckm&&fgj‘die
von den herkdmmlichen intervallarithmetischen ébw‘eii:_ht:“.'“"q

J. ROKNE ‘Reducing the degree of an interval polgnomlal

Interval polynom1a1 iterations for integral equations. result
in interval polynomials of increasing degree . Krilckeberg. has
suggested a method for reducing the degree of an.interval
polynomial -thus limiting the. degree in the above iterations.
We propose an improvement over his method that is not.much
more complicated, but gives substantially better results. The
- two methods are compared on an integral equation and it turns
" out that the limiting accuracy also has been improved.

K. KANSY: Ableitungsvertrigliche Intervallpolynomé

Ableitungsvertrﬁgliche PolynomeinschlieBungen dienen zur
bequemen Darstellung. von Funktionen und ihren Ableitungen.
Wihrend die Eigenschaft "ableitungsvertrigliche EinschlieBung"
bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation.von Inter-
vallpolynomen erhalten bleibt, gilt dies nicht mehr fir alle
Realisierungen der Substitution.
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Ableitungsvertrigliche PolynomeinschlieBungen kann man als
L&sungsmenge einer intervallarithmetischen Taylor-Inter-
polationsaufgabe auffassen. Betrachtet man die L&sungsmenge
einer intervallarithmetischen Hermite-Interpolationsaufgabe,
so wird man auf verallgemeinerte ableitungsvertrigliche
Intervallpolynome gefiihrt. Diese erlaubeh eine_bequeme Dar-
stellung von komplizierten Funktionen und deren Ableitungen,
die wesentlich schirfer ist als eine entsprechende Darstellung
durch die iUblichen Intervallpolynome.

H. BEECK: Gelbste und ungeldste Probleme bei linearen.

Gleichungssystemen mit Intervallkoeffizienten

Wirkungsvolle automatische Rundungsféhlererfassung bei line-
aren "Punktgleichungssystemen" und méglichst scharfe AuBen-
bzw. Innenabschitzungen der L&sungsmenge an linearen "Inter-
vallgléichungssystemen” sind die Hauptthemen zahlreicher vor-
wiegend intervallanalytischer Verdffentlichungen. In diesem
Vortrag wird neben kurzen Diskussionen von verschiedenen
Lﬁsungébegriffen sowie Innenabschitzungen vorwiegend auf  die
Problematik der Hilllenbestimmung der L&sungsmenge eingegangen.

. Es zeigt sich, daB Hilllenbestimmung nur in Spezialfédllen .

méglich ist. Neben einem kritischen Uberblick iiber bisher
bekannte Methoden werden Ansatzpunkte bei ungeldsten Problemen
diskutiert.

E. NUDING: Optimale L&sung von Intervallgleichungssystemen

Es mag als eines der zentralen Anliegen der Intervallrechnung
angesehen werden, Algorithmen daraufhin zu lberprifen, unter
welchen Voraussetzungén sie zu einer.optimélen-Intervallein-
schliefung [X] der gesuchten Lésung X fihren. Der GAUSS'sche
Algorithmus, sowie das GAUSS-JORDAN-Verfahren filhren zur
optimalen IntervalleinschlieBung der LYsungsmenge von Ax = b,
sofern A ein M-Matrixintervall, der Intervallvektor b3 O
oder O€ b ist.

’
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Piir iterative Verfahrenvgilt ein allgemeiner Fixintervall-
satz: Isotone Intervallfunktlonen F, die einen vollstﬁndlgen
Verband x in sich abbilden, besitzen ein Fixintervall X.

A~

Die Iteratlon xn+1_:: LF(Xn)] konvergiert gegen X.

M. HEBGEN: PIVOT - Suche bei Intervallmatrizen

Bei dieser intervallarithmetischen Pivotsuche wird ein Inter-
| . vall mit maximalem.Abstand von.Null und gleichzeitig minimaler
Spanne gesucht. Beide Forderungen werden durch ein Maf M .und
‘ . ebenso durch die X-Funktion von RATSCHEK - (Computing 6)-er-
faBt, welche die Intervalle in disjunkte Kquivalenzklassen
‘ einteilt. Die so definierte Pivotsuche ist .invariant gegen-
iiber der Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einer re-.
‘ ellen Zahl. Numerische Ergebnisse an 2 Testserien zeigen, daB
| diese Pivotsuche eine weSentliéhe Genauigkeitsverbesserung
liefert. : -

(= engste) Intervallelnschlleﬁung des Inversen
eines M-Matr1x1ntervalls 11efert )

Unter Verwendung'einiger Eigenschaften fir M-Matrizen (ins-
besondere: Spektralradius g(E-AB_l) <.1:fir-A<¢ B, A,B M-
. Matrizen, E Einheitsmatrix). kann fir dieses Verfahren all-
gemeine Konvergenz bewiesen werden.. Die Iterationsfunktion
ist eine nichtnegative und isotone Intervallfunktion und.

‘ M. HEBGEN: Ein Iterationsverfahren, welches dié optimale

liefert die optimale L&sung. . .° . L
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P. WISSKIRCHEN: Vergleich des intervallarithmetischen
Einzelschrittverfahrens mit dem Gesamt-
schrittverfahren

Bei gleicher Wahl des Ausgangsvektors fir die Iteration
fuhren das intervallarithmetische Einzelschrittverfahren
und das Gesamtschrittverfahren in gerundeter Intervall-
arithmetik mit dem Computer zum gleichen Ergebnis, falls
bis zum Stillstand iteriert wird. Dies ist insofern Uber-
raschend, als zwei verschiedene Algorithmen, die im all-
gemeinen wihrend der Rechnung verschiedene numerische
Zwischenwerte liefern, zum gleichen numerischen Resultat
filhren. Vorausgesetzt ist hierbei,. daR die Maschinen-
Intervallarithmetik inklusionsmonoton ist. Dies ist bei
-iblichen Realisierungen (z.B. bei optimaler Aufenrundung)
erfillt.

0. KRESS: Iterative Verbesserung von EinschlieBungen von

Eigenvektoren und Eigenwerten beliebiger Matrizen

Das angegebene Iterationsverfahren ist unter gewissen Vor-
aussetzungen linear konvergent. Man kann ein:hinreichéndes
Konvergenzkriteriﬁm angeben, dessen Erflilltsein garantiert,
daB die Spannen der Eihschlieﬁungsintervalle streng mono-
ton gegen Null streben. Dadurch 14BRt .sich auch ein sinn-
volles Abbruchkriterium wdhlen. Der Rechenaufwand, der zur
Durchfilhrung eines Iterationsschrittes bei beliebiger

nxn Matrix erforderlich ist, ist proportional zu n2. Als
Beispiel wird die Anwendung des Verfahrens auf eine nicht-
symmetrische, reelle Matrix gezeigt. )
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R. KRAWCZYK: Fehlerabschiitzung bei nichtlinearen Gleichungs-
systemen ’

Filr eine L&sung x* eines nichtlinearen Gleichungssystems
f(x) =-0 wird eine Fehlerabschitzung beziglich einer Halb-
ordnung angegeben. Gleichzeitig kann auch eine Aussage iiber
die Eindeutigkeit der'Lﬁsung gemacht werden. Die Ergébnisse
werden auf Differenzengleichungen und auf ein algebraisches
Eigenwertproblem angewandt.

W. APPELT: Bikubische Intervall-Splines

Von Carlson und Hall wurde ein Verfahren zur Berechnung -

" bikubischer Spline-Funktionen in rechtwinkligen Polygonen

angegeben. Die die Spline-Funktion beschreibenden Polynom-
koeffizienten werden als L&sungen linearer Gleichungssysteme
erhalten. Bei der numerischen Berechnung dieser Koeffizien-
ten auf einer Rechenanlage werden dabei jedoch Rundungs-
fehler gemacht; die mit diesen Niherungswerten aufgestellte
Spline-Funktion ist deshalb im allgemeinen nicht mehr zwei-
mal stetig differenzierbar. Zur Behebung dieser Schwierig-
keit wird die Einfihrung bikubischer Intervall-Splines vor-
gesﬁhlagen. Es ‘14Bt sich ein Verfahren angeben, zu einer

.vorgegebenen Spline-Funktion einen Intervall-Spline zu kon-

struieren, der eine zweifach ableitungsvertrigliche Ein-
schliefung darstellt.

Diese Intervall-Splines lassen sich zur Fehlerabschétzung‘bei
einer Klasse elliptischer Randwertaufgaben im R2 mittels eines
Defektverfahrens verwenden, bei dem s&mtliche Verfahrens- und
Rundungsfehler erfaBt werden. Als Ergebnis erh#lt man eine
Intervallfunktion, die die exakte L8sung der Randwertaufgabe
einschlieft.
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H. MAIER: Ein Kollokationsverfahren zur LSsung nichtlinearer
Integralgleichungen mit Methoden der Intervall-
rechnung

Man benutzt Intervallarithmetik um Fehlerabschitzungen fir
N&herungsldsungen von HAMMERSTEIN'schen Integralgleichungen
zu erhalten. Mittels "verallgemeinerter" Kollokation erhilt
man als endliches Analogon der Integralgleichung ein nicht-
lineares Gleichungssystem, welches mit dem NEWTON'schen Ver-
fahren geldst wird. Auf der Grundlage von Arbeiten von
KANTOROWITSCH und MYSOVSKIH erh4lt man Abschitzungen des
Diskretisierungsfehlers. Die intervéllmﬁﬁige Durchfithrung

| °  des NEWTON-Verfahrens geschieht aufgrund von Arbeiten von

| ROKNE und LANCASTER, ALEFELD und HERZBERGER sowie HERZBERGER.

Numerische Ergebnisse werden angegeben.

W. Appelt .
K. Kansy
(St. Augustin-Birlinghoven)
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