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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u n g s b e r 1 c h t 20/1913

Gruppen und Geometrien

20~5. - 26.5.1973

Unter der Leitung von Prof. Dr. D.G. Higman (Ann Arbo~ und

Prof. Dr. H. Salzmann (TUbingen) waren Mathematiker aus
acht Ländern zusammengekommen, um Ergebnisse und Methoden

aus Gruppentheorle und Geometrie auszutauschen und zu dls­

ku~ieren. Entsprechend der nun schon mehrjährigen Tradition
dieser Tagungsrelhe nahme~ dabei die Beziehungen der heiden
Disziplinen untereinander, die Anwendungen der Ergebnisse

der einen auf die andere, einen gewichtigen Platz ein.

Ein großer Teil der gruppentheoretischen Vorträge behandelte

Permutationsgruppen (insbesondere neueste Ergebnisse über
zweifach transitive Gruppen) und lineare Gruppen, wobei
vielfältige Methoden zur Sprache kamen (u.a. auch Graphen­

theorie, Kodierungstheorie). Einige Vorträge zeigten, wie
sich Ergebnisse über endliche Gruppen in geometrischer

Sprache deuten und behandeln lassen. Die geometrischen

Vorträge handelten, neben der Betrachtung geometrischer

Gebilde selbst (Systeme von Unterräumen linearer Räume,

Kugeln 1n affinen Räumen etc.), von den algebraischen
Strukturen, die geometrischen Strukturen zugrundellegen
(Algebren, Quasikörper) und von ihren Automorphismen

(Kolllneationsgruppen endlicher und topologischer projek­

tiver Ebenen, Autorno~phismengruppenvon Blockplänen).

Neben den Vorträgen wuräe die Gelegenheit zu Diskussionen

und Gesprächen in zwanglosem Rahmen intensiv genutzt, und

es 1st zu erwarten, daß gerade auch dieser informelle Aus­

tausch über den Rahmen des hier Niedergelegten hinaus in
der weiteren Arbeit der Beteiligten seine FrUchte tragen
wird.
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R. Baer, Zürich M.J. Kallaher~ Pullman
A. Barlottl, Bologna O.H. Kegel, London
Th. Bedürftig, TUbingen w. Knapp, Tübingen
D. Betten, TUbingen Christlane Lefevre, Brüssel
s. Breltsprecher, TÜb1ngen R. Llngenberg, Karlsruhe
L. Bröcker, Kiel D. Livlngstone, .Blrmlngham
F. Buekenhout, Brüssel M. Mäurer, Darmstadt
J. Cofman, TUbingen H. Salzmann, TUbingen eA. Gardlner, London J.J. Seidel, Eindhoven
H. Hähl, TUbingen K. Strambach, Erlangen
Chr. Hering, Tübingen A. Wagner,'Blrmingham
D.G. Hlgman, Ann Arbor H. Wleland~ TUbingen
W. Jonsson, Montreal

Vortragsauszüge-

D. BETTEN: Topologische und endliche Translat10nsebenen

Sei'(P,~) eine nlcht-desarguessche ~-dimensionale Translations-"
ebene, deren Kollineationsgruppe 8-d1mensional 1st und genau
einen Achsenpunkt festhält. Dann wird (P,L) von folgender

4 .-
Partition des ß in 2-dimenslonale Tellräume erzeugt:

B.t ER} u {sJ

Wenn man statt R ,geeignete endliche Körper wählt, dann
liefert die Partition nicht-desarguessche endliche Trans­
latlonsebenen.

s. BREITSPRECHER: Erweiterungen von Splegelungsräumen

Seien PE : E~X, oE : X~E, PE 0 oE = .idx Homomorphls.­
men symmetrischer Räume (oder allgemeiner von Spiegelungs-
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räumen) im Sinne von LOOS, derart daß auch die fasernweise Ver­

knUpfung ..L: E Xx E~E ein Homomorphismus ist. Wenn. die
. punktierten Fasern (pl(x),o(x», xEX, zu (Rn,O) isomorph sind,

so sind auch die fasernweise Addition und Skalarmultiplikation

Homomorphismen, und E is~ ein Vektorraum-Bündel über x. Die
Objekte dieser Art, d.h. zerfallende Erweiterungen von X mit

vektoriellem Kern, bilden mit den geeigneten Morphismen eine
additive Kategorie. Die Erweiterungen mit Kern' (Rn,O) werden

klassifiziert durch die stetigen Abbildungen (): X--.GL(n,R)
mit 6'(x)2 = id , u(X.lY) = 6"(x)o6'(y)o6'(x) für x,ye.X. Das

Klassifikationsproblem wird daher im Prinzip gelöst durch den

folgenden

Satz: Sei X ein zusammenhängender symmetrischer Raum.
Unter den Paaren (G,ö), wo G eine (zusammenhängende)
Liegruppe und S: X ----7-0 G eine stetige Abbildung mit

6(x)2 = 1, 6(X1Y) = ö(x)ö(y)J(x) für x,yeX ist, gibt es
ein universelles.

Das universelle Paar (G(X),6X) ist die "natürliche" Bewe­
gungsgruppe von X und ist eine zentrale Erweiterung der von

den Punktspiegelungen erzeugten Lieschen Transformationsgruppe
von X • Die fraglichen Erweiterungen werden also klassifiziert
durch die Darstellungen G(X)~ GL(n,lR) •

L. BRÖCKER: Orthogonale Gruppen über pythagoreischen Körpern

Sei K ein Körper, CharK ~ 2;lV,~)'ein quadratischer Raum und
O(V) die orthogonale Gruppe. Wir betrachten die Kette der Nor­
malteiler:

O(V) 2 o+(V) i2 0' (V) 2 n(V) '2 n(V) n Z(V) •

Nach klassischen Resultat~n ist die Struktur der Faktorgruppen·
aufeinanderfolgender Normalte1ler wohlbekannt, wenn der Wltt­

index von 9 ~ 1 ist. Insbesondere 1st 0.' (V) = .l2.(V) und
S1..(V) I J2( V) n Z (V) ist einfach für n ~ 3, n #. 14. Ist g anisotrop,
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so sind die entsprechenden Sätze 1m allgemeinen verletzt, z.B.
Ober lokalen K6rpern. Sie gelten aber über R, über algebrai­
schen Zahlk6rpern für n ~ 5 , und über euklidischen K6rpern
mit archimedischer Anordnung. Es wird gezeigt, daß sie auch für
pythagoreische Körper gelten, die nur archimedische Anordnungen
tragen. Als Hilfsmittel wird das folgende lokal-global-Prlnzlp
benutzt, das Über solchen K6rpern gilt: Eine quadratische Form g
über K ist genau dann isotrop, wenn 9 bei allen A~ordnungen

von K indefinit ist.

F. BUEKENHOUT: The geometry cf a finite group generated by

a elaes of 3 - transpositions

We start with a finite group G generated by a class D of
3 - transpositions, as defined by B.FISCHER and we diseuss the
tollowing aS80clated struct~e:

A point i8 an element cf D; ir x,y are distinct points,'
the line xy i8 {x,y,xyx}. This structure has the following
properties:
(1) any two points are on exactly one line
(2) each line has elther 2 or 3 points
(3) ir p i8 any point, then the natural symmetry ~p 18 a

coll1neat1on CUp maps p on p , maps q on q 1r the
line pq has 2 points and ma~ q on the third point of pq
otherwlse)'

(~) any' 3 non-collinear points generate a subspace wh1ch belongs
to one of the followlng 4 types: (a) affine plane of order ~
(b.) 6 poInts with each point on 2 lines cf 3 points, (c) 4

points with one line of 3 points, (d) 3 points.
Any structure satisfy1ng (1),(2),(3) i8 called a Fischer space.
These are also characterised by (1),(2),(4). If D is the set
or natural symmetries of a finite Fischer space, then D 18 a
class of 3 - transpositions of G =·(D) • FISCHER's methods ean
be nicely developped 1n the frame cf Fischer spaces.
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A. GARDINER: Arc transitlvity 1n graphs

An old theorem cf TUTTE states that for an trivalent graph r
and.a group G of automorphisms of ~ acting transitlvely on
the set of ares of length s in r , "we have s ~ 5 • This
motivated StMS to Investigate further permutati'ori groups G' ',on
a set -Cl~ wh1eh have a 'suborbit cf lerigth 3. We show that
the result of TUTTE extends in a natural way to"graphs f', wlth

a vertex-transltlve graup of automorphisins' .G , hav1ng the property
that a vertex stabiliser G~ "acts doubly primitivelyon some
suborbit r(c(),.

H. HÄHL: Automorphlsmengruppen.4-d1menslonaler.topolo~1scher.

Quaslk6rper

Die Betrachtung von Kallineatlonsgruppen 8-dimenslonaler Trans~

latlonsebenen erfordert als ersten Schritt~ eine Dimenslonsab­
schätzung.der Standgruppe eines nicht ausgearteten Vierecks; eine
solche wird geleistet durch den rolg~nden '
Satz: Die Zusammenhangskomponente der' Automorphlsmengruppe eines
4-dlmension~len t9Pologlschen Quasik6rpers K wirkt auf der zur
Vektorgru~~e : ~4 iso~orp~en additiven Grup~e von K linear"
konjugi~rt z~r Standa~dwlrkung eine~ Untergruppe von 80(3):
(Zum Beweis betr~chtet m~ die "~~'r K d'urch .
, Ö(a) = (det(x ~a-'1x» -1, 0 "I- a € K; 6.(0) = 0

definierte "modulare Funktion". Sie erweist sich als stetig und
invariant unter den Automorphismen von K u~d liefert unter der
Automorphismengr~ppeinva~iante kompakte NUll~gebungen.). ..
Als Folgerung e~gibt s1ch "~ine"Klassif1kationder 4~d~ens1orialen

topologisc~en D~visionsr1nge mft 3-d~ens1o~alerAutomorph1smen­
gruppe: Jed~solche ist (als 4-d1m~nsional~ re~lle Dlv1s1ons~

algebra) i~otop "zu' einer Alge~ra ~1t Bas1~ [1,1,j,k} u~d- '

Multiplikat10n i 2 = j2 = k2 = ~ g (~e. R,~ > 0); lj = -j1 = kj

ki = -1k = jj jk = -kj = 1 •
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eHR. HERING: Lineare Gruppen mit irreduziblen Untergruppen
von Primzahlordnung

Sei V ein Vekt.orraum von endliche~ Dimension n über einem
K6rpe~ mit Primzahlordnung p • Weiter sei ~n(X) das
n - te zyklotomische Poly~om, r =.(n, ~n(p», r~ die höchste
Potenz von r, die ~ (p) teilt und

• 1 ;l;. n
~n(p) =---~n(p) • ~Ir betrachten Gruppe~ G vQn lInearen

TranSf'ormahonen von V mit der Eigenschaft (IG I. f:(p» +1:

. " .
Sei rein Primteller von (l.G I , ~ n (p) ) , R 'eine r-Sylowgruppe

'von G , S der normale Abschluß von ~ in G' und F die
Flttinggruppe von G • Dann gilt der fQlgende

Satz: Hat G einen Komposltionsfaktor, der zu ein~r Chevalley­
Gruppe isomorph 1st und ist ~:(p) + n+1, 2n+1 und (n+1)(n+2),

2so ist SF/F isomorph zu·einer der Gru~pen An(q), An(q),
2 ' 2 1

B2 (q), Cn(q), Dn(q) oder G2(q), wobei jeweils lvi = qn+ ,

qil+l, q4, q2n, q2n bzw. q6 ist..•

Mit Hilfe dieses Satzes lassen sich alle endlichen zweifacQ
transitiven Gruppen mit regulärem Normalteiler klassifizieren,
die einen Kompositionsfaktor haben, der zu einer bekannten
nichtabelschen einfachen Gruppe isomorph ist.

D.O. HIGMAN: Weights

We study the family of algebras defined by coherent welghts
on a coherent conflguration. exploiting the fact that these ~
are semlsimple algebras of matr1ces over t and that the
Hadamard product g1ves a map Ai )( A2~ 1\3 tor seme
trlples A1,A2~A3 of such algebras.

,
W. JONSSON: The threefold cover1ns group of the Math1eu group M22
Joint work with Jahn MC KAY was presented. -Generators ·and
defin1ng relations rür M22 and it~ threefold covering group,
slx by s1x unitary matr1ces wlth coeff1clents in GF(4) generatlng'
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a group isomorphie to the threefold eovering of M22 and the

character table of the full covering group of 00 22 have been

computed.

M.J. ,KALLAHER: Translation Planes wlth Affine Central Colllneat1ons

Let ~ '~e a translation plane ef order pr:.' An'affine central

col11neation ef ~ iS'a central colllneat1on whese ax1s 18 an

affine:: lirie j it i5 an affine 'elation lf it 18 an e1atlon, an aff1ne

hoino1ogylf lt 1s a homology. C.HERING and T.G.OSTROM have deter­
mined the nature of groups generated by elat1ons. OSTROM also has

"1nvest1gated groups generated by affine horoologies. Except ~orspeclal

cases such groups roust contaln afflne.elations lf the plane has
non-square order. The next step naturally 1s to Investigate c0111­
neatiO"n·'gr9ups. offlnit'e translation plan.es e.ontai~1ng bo~h affine
elat10ns and affine homologies •.~hls talk 4escrlbes such an 1nvest~~

gation •

.Let ,;_H ~be.a group of, homologles w1~.h cepter .P and ax~s, (JQ J

.where P and. ,Q are polnt~,.on t oo ', 0- 1s ~n, affln~ point' arid
.. ass.urne tl:1at ,at .l~ast "_one point R on -l,oo 1s. the ce~ter cf ~ non-,

trivial aff1ne elat10n. There are just th~e;e p9"~sibillt1es:

(1) R is un~que and e~the~ R.= P or R = 'Q ; (2) ~. 'ls ~ot

un1que and both P and Q are centers of aff1ne elat10ns;
(3) R 1s not un1que and'ne1ther P nor Q are centers of
iaff1~e eiailon~. Thl~ glves us three 'typ~s 'of plan~s '(with'

., ',respect to H.) • For each of t~ese t~pes.we ~1nve~tlgate ;the

orblt decomposit1on on l~. Also we sho~ tha~ type (~),~lanes

w1th respect to H cannot exlst 1n planes.ofonon-square order.

O. KEGEL: Amalgams ofSte1ner systems

A' (partial) Ste1ner system of type (k,n), 2 ~ k"~ n, k finite

am n any cardinal" 1s. an incldenee. structure of points" and
blocks so that every k-tuplet of points i6 1nc1dent wlth (at most)

one block and every block 15 1nc1dent w1th (at mo~t) n points.
If one identifles isomorphie closed substructures of t~o d1sjo1nt

part1al Ste1ner systems of type (k,n) J the result1ng amalgam
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1s aga1n of type (k,n). Since the technlque cf free extensions
also works ror partial Steiner systems of type (k,n), every
such partial Ste1ner system embeds into aSteiner system of the
same type. Using these two observations and the amalgam of coples
cf a given Stel~er system w1th respect to the tree of some free
greup one ean prove that to any Stelner syst~m § of type (k,n)
there exlsts aSteiner system t of the same type wh1ch contalns

§ a8 a substructure and so that Aut § ~ Aut t .. ' Aut·! acts
transitivelyon .the blocks of t , and the stabil1zer of· a bloc~

of tinduces the full symmetrie group on the points of this·
block.

w. KNAPP: On primitive extensions of some solvable doublY

tran~itlve pe~utatlon'srQupA.

A proof for the tollowing was glven:
Theorem. Suppose (G,n) i8 a finite primitive permutation group,

having an orbital 6 cr length 2q (where q i8 ~n

odd prime) such that G~A(~) is doubly transitive and
solvable for o(€..12. •

Then exactly one of the following 8ssertions holds:

(1) (O,m 1s primitive solvable and not doubly transitive.

(2) (OrDl-~ (PSL(2~2q)J ~q+1) or (G,m = (·prL( 2 , 2q ) , TI: ) ,
. 2q+1

the action of the linear groups being the natural on~ on the

projective line rr · e2q+1
·In particular (a ,n) 18 trlply transitive.

(3) q = 3 and Oa/..A(ol.) -= r(8).

(G~) - (G,G:N2) where N2 i8 a Sylow 2-nomalizer maximal

in G • (G,!O 18 not doubly transitive. S = scc G 18 a

simple group of Janko-Ree-Type.

Elther (i) G = S and G~A(<<) falthful

or (11) Gc(,t::..(o() 18 not fa1thful, Q =[S] H, Go( = So( x H

wlth S~ = r(a), H = GA(~) = [a1] Z3 •
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H acts aa a noncycllc group of outer autemerphisms

on S, centralizing a Sylow 2-noma11zer S~ of S.

Remark: (31) does oeeur, an. example belng provided by

G = J 175 ,560. All ether known s1mple groups of Janko-Ree-Type

eannot oeeur. ease (311) implies that S 1s a simple group

of Janko-Ree-Type which 1s hltherto unknown. The oeeurrence of

(3ii) seems to be un11kely.

CHRISTIANE LEFEVRE: An appllcat10n of cod1ng theory to

imprlm1t1ve rank 3 greups cf block length 2.

Let

G

G

G be a rank 3 1mpr1mltlve group hav1ng n blocks of length 2.
kpossesses anormal subgroup N z a2 fixing. each block and

1nduces a doubly transit1ve group M on the set of block~.

It 18 poss1ble to cons1der N as a b1nary linear code C(nk)

of length n and dimension k of whlch M 1s· an automorphism

group. For I1ttle values of n, for instance ror n ~ 10,

the groups Mare known by"the classification of doubly transi­

tive groups and we ean determlne, for each M, all codes

C(nk) of wh1ch M 18 an automorphism group. Then, g1ven a
pair (M, C(nk» ,where M i5 an automorphism group of

C(nk), It i5 posslble to bu1ld all groups Gwhich 1nduee

M on the set of blocks and of whlch the normal subgroup N
18 the code C(nk). And so we classlfy the Imprlmitlve rank 3

~ groups ot block length 2 and degree less than 20.

H. MÄURER: Eine Kennzeichnung der Kugeln

Ist A ein mindestens 3-dlmensionaler affiner Raum von Charak­

teristik t 2, so wird die Menge der Kugeln (deriniert als die

Menge der Quadriken in A, die auf der uneigentlichen Hyper­

ebene eine feste elliptische Polarität induzieren) durch folgende

Eigenschaften charakterisiert:
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a) Jede'Kugel ist ein Ovoid

b) Haben die verschiedenen Kugeln ~,p wenigstens 2 Punkte

gemein, so existiert eine Hyperebene h mit o(n f' = ()(" h
c) Durch j~ q nicht in einer Ebene liegende Punkte geht

wenigstens eine Kugel.
d) Zu jedem Punkt P einer beliebigen Hyperebene 'h und jedem

Punkt Q +h existiert genau eine Kugel 0< mit Q E:. 0( und
o(n h = {p}

e) Die Familie der Kugeln ist· invariant gegenüber Punkt8plege­

lungen.

H. SALZMANN: Q-dimensional planes

Let JP be a topological proJectlve plane with compact
4-dimenslonal pointset. 'If the collineatlon group ry haB

dimension 8 (this implies that j:> 18 non-argueslan) then

Jl i8 a translation plane or its dual, and r fIxes exactly'
one elelement or exactly one flag. In the lattercase, J> i5
'the unique plane constructed by BETTEN (cf. p. 2).

J.J. SEIDEL: Egul~lsoclinic subspaces

.Two subspaces are isoclinlc whenever the1r angles are all
equal. We pose ~he problem cf· findlng the maximum number
v

Ä
(n,~) of equi-isoc~inic n-sub,spaces 1n Euclidean' r-~pace

with the angle arccos~. Results: (n-rA)~A(n,r)~r(1-A)j

vA(l,r)~v~{n,rn). The values of vA{n,2n) are determined.
Por n=l there are relations to certaln finite simple groups •.
(Joint work with P.W.H. LEMMENS, to be publ1shed in Proc.

Ned.Akad.Wetensch.).

Karl STRAMBACH: Zur Existenz von Quas1k8rpern

Es wurden alle (nichtkommutativen) Algebren A vom Rang 4

über einem Körper K einer Charakteristik ~ 2 bestimmt, die

eine quadratische Erweiterung C von K als Unterk8rper so'
enthalten, daß sie über C ein Bimodul sind und außerdem für

alle x e. C soiie ,O(,p €, A die Beziehungen (O(X)F = 0( (xp)
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und x(~~) = (X~)~ gelten. Es wurden die Automorphismengruppen
dieser Algebren gefunden und die Divisionsalgebren aus dieser

Klasse ausgesondert.

H. WIELANDT: Beschränkung der Fixpunktzahl 'in Permutatlons­
gruppen

Gegeben sei eine Permutatlonsgruppe G auf einer Menge X
(beide endlich) und eine natürliche Zahl n. Wir schreiben

(G,X) e.Fn ' wenn jedes Element von G, welches n verschie­
dene Fixpunkte in X hat, gleich 1 €. G 1st.
Frage: Für welche Norrnalteiler N von G gilt (G/N,X/N)e Fn ?

(Dabei bedeutet X/N die Menge der Bahnen "von N auf X).
Antwort: Hinreichend, aber nicht notwendig ist, daß N
alle Elemente von ,G enthält, welche mindestens n Fixpunkte
in X haben.
Diese Bedingung ist notwendig und hinreichend dafür, daß für
jede Untergruppe H von G gilt:

(H/HnN, X/HnN)€ Fn •

Th.Bedürftig (TUb.ingen), H.Hähl (Tübingen)
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