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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

_•.s' Tag u n g s b e r ich t 23/1973

Numerische Methoden d~r Approximationstheorie

3.6. bis~9.6.1973

Die letzte Tagung über Numerische Probleme der-Approxima­

tionstheorie ~n Oberwolfach fand vor zwei-Jahren;statt.'

Daher hatte die jetzige yeranstaltung· unter der.Leitung

von Professor Collatz (Hamburq) und Professor Meinardus

(Erlangen) das Ziel, den in der Zwischenzeit.!erreichten

Fortschritt auf diesem Gebiet durch ausgew~hlte'Vorträge

erkennen zu lassen. Die große Zahl der" Vortci:ige ," sow-ie die

Fülle der behandelten Themen zeigte die wachsende:;Bedeu-'

tunq, die diesem Gebiet auch in der Zukunft:für·die.,Anwen­
dungen zukommt und machte deutlich, -da8 ragungen dieser

Art künftig in kürzeren·Zei~abständenstattfinden. sollten.

Hervorzuheben ist, daß neben approximationstheoretischen
~•• • ~..! • ... .-::; •

Vorträgen und solchen aus der Optimierung ~uch neue ~rage-
.. ", "- ,', ' ..

stellungen aus der Praxis (vgl. etwa die Vorträg~ ~e~
... . ~. : ~ ' ..- , .

Herren Kubik und Gutkn~cht) vor?~tr~qen .wurde~_,.;.d~~. ~.T•
noch einer exakten mathematischen F~rm~b~dürfe~~;~iefaus

können sich fruchtbare Impulse sowohl f~r t~eo~~~~sc~e

Untersuchungen als auc~ für die ~ng mit der pr~~is v~r­

bundene wissenschaftliche Tät~9keit ~rqebe~.

In einer Diskussion über das Selbstverständnis-der

Angewandten Mathematik waren sich die Ta~ngsteilne~er

darüber einig, daß für die Effizienz der" Forschunq·~·ih

der Anqewandten Mathematik der Bezug'zur pr~xis'uhab~

dingbar ist.

Die 49 Te~lnehmer, darunter aus Rum~nien, Großbritannien, .
USA, Schweiz, Niederlande, Frankreich, -Bulqa~ien,

Kanada, Ungarn, Belgien konnten durch den reqenGedan­

kenaustausch viele Anregungen für ihre w~ssenschaftl1che

Arbeit gewinnen.
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Vortragsauszüge. '.'" : ',. -,

.• ~J'; •

- H. -.P. B~~,: Kons~ruktion.einer· .MJ:nini~llösu~q bei,. linearer

Silnultanapprox:imatlon •..

B ~~i' eine'~geschlossene Tei1menge 'des I~te~vall~ [a,b],
V ei'n n-dimeilsionaler Haa~-'scher Unterraum von C [a,b] ,
i+ sei eine' auf Boberhalbstetige 'und f eine auf B

. +.:'~ ~:. '.. , .
unterhalbstetiqe Funktion mit f > f • Wir suchen ein

va ~€ V .', da die Zahl ~ (v) ':= rita~-:-{ rl f+ _1'V 1"1,. "I (f-,: :... vii}

be'züglich v § V mini~iert. nabei '-~er's:tehe'i; ';'i~ un.ter 11 • 11

die Tschebyscheff-Norm'üb'er B.

Der bekannte Austauschalgorithmus von Remez wird so verall-

gemeinert, daS ...
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(1) das Verfahren auch ~ Ausartungsfall, d.h. wenn

inf A(v) = ~ I If+ ~ f-I I ist, anwendbar bleibt,.
v€V

(2) jeder Iterationsschritt aus der Berechnung einer

"strikten Min~allösungn über n+1 Punkten besteht.

Es wird gezeigt, daß die im Verfahren konstruierte Folge
von Näherunqslösungen eine Teilfolge enthält, ~ie gegen
"eine Minimallösunq konverqiert, wenn f+ und f- stetiq ~

sind oder V ein ET-System der Ordnung 3 ist.

D. BRAESS: Theorie kritischer Punkte bei der nichtlinearen
Tschebyscheff-Approximation.

Es wird das Problem behandelt, die Anzahl. der lokal besten
Approximationen bei der· 'nichtlinearen Tschebyscheff­

Approximation abzuschätzen. Die klassische M~rsetheorie

ist nicht verwendbar, weil die Abstandsfunktion 1.a.
nicht differenzierbar ist. Deshalb wird hier ein Punkt
n in einer Menge M als kritisch für f "bezeichnet,

wenn 0 eine b.A zu f-n im Tangentialkeq~·l" CnM '. ist.
Falls mit a<b (unter geeigneten technischen Vorausset- ­

zungen) die Men~~ {nG':l,' a ~ Ilf-nll~ b}kompakt .ist
und keine kritischen Punkte. enthält, i~t

M
a

:= tUb M , I 'f-n' I ~ al. Retrakt von Mb • Folglich
enthält eine kompakte,' zusammenhängende Menge Ha einen

kritischen Punkt, der nicht lokal beste ApprOXimation
ist, wenn in Ma wenigstens ~ei strikt lokale Min~a

enthalten sind. Dies ist bei der Tscheby~cheff-Approxi­

mation wegen "strenqer, lokaler Elndeutiqkeit~ nicht

möglich und wir erhalten Eindeutigkeit. Für die Expo­

nentialapproximation mit N Termen schließt man daraus
konstruktiv, daS höchstens NI lokal beste- Approxi­

mationen vorliegen. ~
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K.W. BRODLIE: An algorithm for unconstrained minimization

without evaluating derivatives.

We present some joint work with M.J.D. Powell (AERE,

Harwell, England) on a new alqorithm for unconstrained.

minimization which- does not require the evaluation of

derivatives. The algorithmcarries out linear s.earches

alonq successive sets of orthonormal directions, which

are mod1f1ed as the alqorithm proeeeds. In the special

ease of the minimization of the quadratie function~

1 T TOe!) = 2 x A! + b x + c ,

where A i5 a symmetrie positive ,definite matrix, w~

show that the successive direct~on sets convergeto the

set of ~iqenvectors of A, that is, the set of principal

axes of Q. Thts 1s proved by observing the relationship

betw~en the algorithm and Jacobi'sme~~d ~o~ finding

the eigensystem of a real symmetrie matrix. Some numerical

exper1ence with the algorithm on well-known test problems

i8 reported.

B. BROSOWSKI: Beste Approximation durch Polynome mit

ganzzahligen Koeffizienten und Anwendungen.

Zur besten Approximation "reeller, stetiger Funktionen auf

einem Interv~ll wurde~ Mengen V~ apprO~imierender

Funktionen mit Hilfe von Rechenschemata definiert, die
. ,.

ein~ gegebene 'Komplexität e nicht übersteigen. Unter

einem Rechenschema versteht man eine Abbildung

R : [1:n} + 0 N*', die qew~ssen Bedin9u~gen genügt

(0 eine Menge von Operationssymbolen) • Als Maß für die

Komplexität eines Rechenschemas wurde die Operationszeit

gewählt, die bei gegebener Operationszeit der Elemente

aus Q unter Berücksichtigung von Verzweigungen und unter

Verwendung eines Prozessors defi~iert wurde. Das Approxi­

mationsproblem bezüglich Vc führte in den betrachteten

                                   
                                                                                                       ©



- 6 -

Fällen auf die Approximation durch Polynome, bei denen

einige Koeffizienten nur ganzzahlige Werte annehmen können,

bzw. auf ein Problem der Segmentapproximation mit derar­

tigen Polynomen. Es wurde gezeigt, daS die betrachteten

Mengen Vc keine Tschebyscheff-Mengen und auch keine­

rO~"e~ sind.' An. Hand eines Beispiels wurde die praktische

Verwendbarkeit diskutiert.

E.W. CHENEY: Numerical Determination of Optimal Operators.

It is an open problem in approximation theory to determlne

the linear projection· P of' 'C[-l ,1] onto -the- sub~pace

nn of polynomials :of deqree D for which

Il.pll = min 1

A numerical method for solvinq"this problem will be described.

L. COLLATZ: Bemerkungen zur verketteten Approx~tion.:

Die Aufgabe, eine gegebene FunktioD f(x j ) durch eine

Funktion - W(x. ,av ) .= w(X1 ,. ~. ,x'" ·al" ••• ,a) einE!r gege-J .' n p
ben~n Klasse W· ~u' appro~~ier~n"h~i8~ Dverkettete

Approximation", ~enn in dem analytischen Ausdruck für w

ein oder mehrere der Parameter a an mindes~ens zwei

S~~llefn vor~6mmen~·Ohne ~a8 dies ~~Ch .eine eineindeutige ~
Trans ormation der Parameter vermieden werden kann.

Beispiel: f (x) durch 'w = a 1 +: approximieren:' verkettet
1

durch 3w = (al + a 1 )x. approximieren: nicht verkettet.

.Bei den Anwendungen treten sehr häufig verkettete .Approxi­

mationen auf, wie ~n ~eispielen aus anderen Vorträgen

dieser Tagung, am Beispiel einer inversen Differential­

gleichungsaufgabe (Schwinqungsaufgabe) und an der Iteration

bei einer nichtlinearen elliptischen Randwertaufgabe

(stationäre Temperaturverteilunq) gezeigt wird. Daher
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verdient die verkettete Approximation wohl eine stärkere

Beachtu~9, als bish~r.

Als methodisches Hilfsmittel steht die Theorie der "H-Mengen

zur Verfügung.

M. GUTKNECHT: Ein Abstiegsverfahren für Tschebyscheff­

Approximation und seine Anwendung auf den

Entwurf digitaler Filter.

Es wird ein Abstiegsverfahren skizziert, das auf eine große

Klasse vo~ nichtlinearen Tschebyscheff-Approximationspro­

blemen anwendbar ist. ~ PrinZip kann damit eine beiiebige

stetige Abbildung eines kompakten Raumes in einen Hilbertraum

approximiert werden. im wesentlichen wird nur vorausge­

setzt, daS die Famil"ie der Approx~ierenden so parametri­
siert 'ist, daß die. Parameter eine geeignete Teilmenqe einer

differenzierbaren Mannigfaltigkeit bilde~ und .nach ihnen

differenziert werden kann. Oie Konvergenz des V~rfahrens

nach einem stationären Punkt des Fehlerfunktionals'-. "

der in" der, Regel ein' lokales Min~um sein wird - kann be-

wiesen werden. Das Verfahren geht in seiner einfachsten

Version unmittelbar aus einer bekannten Verallgemeinerung

des Ko~goroff.·schenKr.iteriums hervor. Es wurde .praktisch

erprobt am"Entwurf digitaler Filter.

K.P. HADELER: Über die Betragssumme der Nullstelle eines

Polynoms.

Es wird eine kurze Übersicht über Einschl~eßungen von

Polynomnullstellen gegeben. Insbesondere k~nn eine Bemer­

kung von J. Albrecht, daß die singulären Zahlen der

Begleitmatrix eines Polynoms sich explizit durch die

Koeffizienten darstellen lassen, dazu benutzt werden,

Abschätzungen für die Betraqssumme der Nullstellen zu

gewinnen.
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R.P. HETTleH: Kriterien erster und zweiter Ordnung für

lokal beste"Approximationen.

Das Problem der Tschebyscheff-Approximation auf kompak~en

Teilmenqen von m wird aufgefaßt als ein Optimierunqs­

problem der Gestalt: Bestimme

x°E:M := {x I f(x,y) < 0 , yGY} ~lRn, so daß F(Xo) ~ F(x)

für alle x~ M. Y 1st dabei eine kompakte Te;lmenge von .'
R • Die für solche Probleme bekannten notwendiqen,resp.

hinreiche~de~ Kriterien erster,und~zw~iterOrdnung für

optim~le Lösungen l~ssen s~ch so.modifizieren, .daS die

"constraln't qualifica~ionsn, die man braucht, um die not-

wendigen Kriterien an~enden. ~u können, bei der diskreten

Approximation st~ts. und bei der ,kontinuierlichen unter,
, .

einer einfach z~p~üfenden ZQsatzbed~ngun9 erfüllt sind •
.' .'" I .

Hierbei muS die Bedingung, daß 4ie mit der ·Lagranqefunktion

q~~i~de:t~.quadratisc~e Form. 't~Lnt . (semi-) definit ist;·

auf e~riem gewi.ssen 1,inearen Ra~ ersetz~ werden 'durch die

Bedingung, daß es zu jedem t aus einem qewissenKegel
• • ~ • _.. - r- .. • •

Laqrange-:M~lti~l,ikatoren gibt, s~ .daS ,diese Form negativ,

res~.• nicht p~sit~v wird,•.

K.KOLUMBAN: 'Uber die nichtrineare trigonometrische Approxi­

mation.

Es sei

n
und F(w) (x) := ao + E a k cos(akx + Bk) • Charakteri­

k=1

'sierungs- und E~ndeutigkeitssätzewerden,für die Lösung

der Tschebyscheff-Approximationsaufgabe

11 f - F (w) 11 C[0,1] = min ,
w

f~ C[O,lJ

gegeben. Es wird gezeigt, daS die Menge aller Funktionen

F(w) im Raum aller auf R beschränkten Funktionen bezüg­

lich der Norm
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'iigil := sup Ig(x)1
xE1R

abgeschlossen ist.

w. KRABS: Optimale Fehlerabschätzungen- bei "li'nearen 'Inte­

gralgleichungen.

Vorgegeben seien zwei'l~neare !ntegralgleiChungen der Form

x - A(x) =y und x -- A(x) =.y .inAeinem geeignet normierten

Funktionenraum E ,. wobei A und A,.. ,Integraloperatoren

au~ E· ~ind mit IIAII < 1 u~d IIAII < 1: '. Fur die' ein­

deutigen, Lösungen xy,'A und x"" "" dieser beiden ~lerchunqen
, y~A

.: g,~~t dann' ,die Abschätzung,' .;

.. - -- . :. ";..

" " Ily)!: 'A ; IIA-ill +"IIY-~II ~
(1- I lAll), (1- 1I AI I)" ,1- LI AI I I

"". -.. ' . .'.' IIx-x"" "" 11 < min .
y ,.A Y ,~. '. ~~ " :_~

A A

I Iy I I x I IA-A 11 + I Iy-y I I
, .( 1: - I IA ,1,1 l(1- I, IAI I ) '..' ," " ~ , 1- I' ~ A I I

Diese. Abschätzung leg~. zur Gewinn~ng vop..N~~:u~ru~g~19su~gen

für' di~ Gleichu~g x,: :.A (~l. = y _.' z",~~ Vo~g~hE!nS~~ise~' ~~he:
- • • - • • ~ - • _ ~ ... ~ • •• '" ". ; .... ' J • - ~

1) '·Man· ersetzt' den 'Operator A durch' den ~e~atC;~': 'A' ~ in

"einer geeignetEm Kl~sse von QPerä"toren. der~rt~" "daB"~a~", ,.,
die 'Gleichung x - 'A(x) = y leic~t lösen -kann und' "IIA"'- All
möglichst klein ausfällt'. 'Dadurch 'erhäit man ein 'Appro~i-

, mation~problem für li'ne'are Operatoren ~ ~'.

2) Man wählt x in einer Klasse von Funktionen in E so,

. daß der Defekt 11;:- A (;.) - y 11, .= .1.1; ~' y I I (A' = i)
möglichst klein ausfällt. Man erhält dann ein Approximations­

problem im Funktionenraum E 0., das im allgemeinen einfacher

ist als das in 1), und gewinnt über~ies auch noch leicht

eine untere Schranke für 11 x A - x .... ALl •y, y,-
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Bestimmt man nun in 1) die Näherungsoperatoren A für

A dadurch, daß man den Kern von A durch entartete

Kerne ersetzt, so läßt sich zeigen, daß man die Vorqehens­

weise 1) durch 2) ersetzen kann·und dadurch höchstens bessere

Abschätzungen erhält.

K. KUBIK: Zur Formulierung von Approximationsproblemen.

Es wird das folqende Problem betrachtet: Es sei eine Funktion ~)
z(x), x = {x

1
•••xn } zu approximieren, von welcher eine

Anzahl von Funktionenwerten z(xo ) = Za ' a=l ••• m , (1)

aus Messungen und ein Modell - z.B. von der Form Lz(x) 0,(2)

L linearer Differentialoperator - mit gewisser Betraubarkeit

bekannt seien. Ein Rand und Randbedinqunqen im üblichen Sinn

für (2) sind i.a. nicht bekannt •. von der ~pproximations­

funktion u(x) aus der Menge aller reellen Funktionen oder

einer Tei~enge daraus wird gefordert, daß sie den.Bedingungen

der Messungen und des Modells ~ Mittel genügt:

J(u) I (Lu) 2dx + P I (u(x ) - Z ) 2 .... mini P skalar (3) .•
n m·o U

Falls die Funktion u(x) durch (3) noch nicht eindeutig

bestimmt ist, kann man noch zusätzliche Bedingungen an die

Glattheit der Funktion u zu J, (3) hinzunehmen, z.B.
2von der Form Q. f (Mu) dx , M = (produ) oder Au, Q« •

Auf diese Weise wirä versucht, eine ·plausible" Lösung

des Problems zu erhalten. An Band von. Beispielen wird die

Methode der numerischen Lösung und der Genauigkeitsberechnung

erklärt und die Analogie zu der Pred~ionsmethode aufgezeigt.

P.J. LAURENT: Remes algorithm for CODvex miDimization problems.

We consider the following minimization problem

It·

(P) a Inf f(x)
9 (x) <0

XEV

when fand gare convex functionals and V is an
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n-dimensional subspace -of a 1. c·.l. t. s. X .

of (P) 15:

(0) ß = sup (f~(y') + 9 (f+ (z. ~ ~
n>o d

y'-+njIEVO.·.

One dual pro~lem

We solve (P) byan algorithm of the Reines type which

c'ousists in replacing P b·y.:

. (pv) -. a v= Inf - fV (A:)

g:x V'

gV(x)~o
• ~ .. .. I

~... . 'I::..

wh~re . f;v and gV are supremum of... a finite- numb~r of-, affine

functionals •. We show, that.

H.• L. LOEB =: Optimal Integration, Formulas for -Analytic -Functions.

In a joint work with R.B. Barrar and'- H. We_~~er are. consider

the problem of. obtaining optimal integration formulas for

the Hardy Space "2 ~f analytic !unctions :~ve~ regions

which can be mapped conformally onto 'the uhit"disk. In

our class of formulas we allow multiple.an~ cQmplex nqdes
.... . ... -.

and opt~ize allowing both the ~des and coefficients to

vary. OUr "",ai" results are that an optimal for.~~la always

exists and· any optimal formula i5 of the form
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n
I a i " f(y i ) where a i > 0 , Y1 +Yj (1 + j) and

1=1

Yi E (a,S) where [a,a] i8 the real interval of integration.

J.T. HARTI: A method for the numerical computation of

best LI-Approximations of cont1nuous functions.

Let f be an arbitrary element of e[O,l] and '{91 I··· ,gn} A\
-a Markhoffsystem in C[O,l} • We consider e[o,l] as a subset ­

of L1ra,1] . Oue to a known Theorem of o. Jackson there 18

~a unique best (Li-) Approximation q for f in the span

of {ql, ••• ,gn} • Until now the converqence of an algorithm

for the numerical computation of 9 could be proved on1y

for conditions on the functio~ fand the system {gl, ••• ,qn}

which a~ fairly restrictive and difficult to verify

(R.H. U~OW, 1967). Theref~re, an algorithm has been set up

to co~struct 9 and its converqence has been proved without

further assumptions on fand the functions 9 1 ' •.• • ,gn I

i.e. without any assumptions quaranteeinq the differentia~

. bility of the norm of the error function. The alqorlt~

has beeri proqrammed and numerieal examples are qiven.

G. MEINARDUS: Zerlegunq linearer Funktionale, Markov-Systeme

und dividierte Differenzen.

Für v = 1,2, ••• ,n sei Vv = sp. {~I'f2' ••• '~v} ein linearer

Teilraum von e[a,b] , der die Haar'sehe Bedingung erfüllt.

Mit den Zahlen x~';

••• < xn+1 ~ b

werden die linearen Funktionale

v+k
I i ~~ f (x

J
.)

j=v J

gebildet mit

A
vk

> 0 I
V
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lJ=l, ••• ,k

Dann kann man in eindeutiger Weise zu der Zerlegung

gelangen, wobei

v+k-r
E
j=v

(f)

sgn (-1) v+j und 1:
j

1 ist. ';

Hieraus folgt eine Veral.lgem~inerungder Schranken, von

De La Valle~ Poussin und Remez für die Minimalabweichung

,bei der Approximation von· f durch Funktionen, aus V~ '.,

·Es erq~bt sich weiter eine .Rekursionsformel für, dividierte

Differenzen bezüglich eines-Markov-Systems. - Eine weitere

zerlequng eines linearen Funktionals im Zusanunenhang mit'

Splines wird angedeutet.

G.OPFER: Uber die· Approximation der Identität im Komplexen.

Bei den üblichen Approximationsproblemen betrachtet man die

Approximation einer Klasse von' Funktionen dur~h eine bestimmte

Untermenge, beispielsweise

(1)

Dabei ist f € F aus einer vorgegebenen Klasse F, z. B.

F = CG und G c ~ ein Gebiet. Wir betrachten'hier Probleme

der folgenden Art:

min 9 n e Jln ~ 9(0) = g' (0) = O. (2)

Es ist bekannt, daß für n + m

ist und das vorgegebene Gebiet

die Lösung eindeutig bestimmt

G c ~ auf einen Kreis mit
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maxR_ = inf fz - 9 n (Z) I
zt: aG

Radius R schlicht und konform abbildet. Es gibt ein zu

(2) im funktionentheoretischen Sinn duales Problem, nämlich

Es gilt der Satz: R < R' < R+ • Gleichheit wird genau dann

angenommen, wenn 9 n die oben erwähnte Kreisabbildung be­

deutet. Schreibt man die Probleme (2) und (3) in reeller

Form auf, entstehen quadratische, konvexe Optimierungsprobleme

mit unendlich vielen Ungleichungen als Nebenbedinqungen. Neben

den Problemen (2) und (3) ist das Problem R+ - R_ = min

interessant. Es wird ein Beispie~ vorgeführt.

A.M. OSTROWSKI:. Fehler ~ posteriori~

Es wurde eine Methode. entwickelt, die es gestattet, in vielen

F~llen aus einer relativ groben Abschätzung ~.priori eine

relativ gute. Abschätzung aposteriori zu erh~lten. Im

Anschluß daran wurden die Fehler a posteriori ~n Iterations­

verfahren mit" einer konstanten Matrix diskutiert. Ausführliche

Darstellung erscheint im SIAM Journal for Num. Analysis 1973

unter dem Titel flA posteriori error estimates in iterative

procedures"

B. PENKOV: A Test for Convergency of· Density Estimators.

Necessary and sufficient conditions for asymptotic unbiasedness tIt
of positive operator estimators for probability densities

are given •.

V.A. POPOV: Direct and converse Theorems for Spline­

Approximations with free knots.

Let SCk,n) be the class of spline-functions of the order

k with n knots in the interval [0,1]. For every f

we define the best uniform approximation of f by means

of spline-functions from S (k ,n) by
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inf sup If(x) - sex) I
s G S (k , n) x EIo , 1]

There are found classes of functions which are characterized

with their best approximations. Far example classes, that

are characterized with

k -a
En (f} = O(n ),0< < < 1 •

Some numerical methods for obtaining spline-approximations. .

of convex functions and figurs are con~idered.

E. POPOVICIU': Rechenaufgaben in der Theorie der besten

ÄPproximation.

1. Unter den Rechenaufgaben, welche' in der Theorie der 'besten

Approximation_vorkommen, können folgende beide inter­

essanten Probleme betrachtet werden:

a) Sind die Werte' einer Funktion f in den voneinander

. verschiedenen 'Punkten xi' i=1,2, ••• ,m· q~q~b~n,.,sre:>,

bestimme man die kleinste nichtnegative ganze Zahl

n derart, daß es ein Polynom P , n-ten Grades gebe,

für welches max I f (xi) . ~ 'P'(X
i

) I : nicht" größer ~ls eine

geqeben'e i positive Zahl . lJ" ·sei.

, bl Ist f eine a~f d~m endlichen und abgeschlosse~e~,Inter­

vall [a,b] stetige Funktion, d.h. f €<? [~,bJ , so

betrachte man das Funktional A: C [a,b] + \R. Es sei
l:"
q eine Menge des Typus In{ [a,~1} • ~a~ bestimme die

Bedingungen! welchen das Funktional A genügen muß,

um die Existenz und d~e Eindeutigkeit des Ele~ents der

besten Approximation der Funktion f aus der Menge der

. Funktionen \.f € 5:' , für ~e~che A (f) = ~ (lf> g11t, zu

sichern. Wir haben also ein Approximationsproblem, in

welchem verlangt wird, das, Infi~um in

int. {max If (x) - 'fex) I }
'f€~" xe[a,b]
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'C;" die Menge der Funktionen

A(f) = A(~) gilt.

2. In dieser Arbeit wird ein Satz von Helly in der-Untersu­

chung des Problems a) angewandt und ein Resultat bezüglich

des Problems b) angegeben.

T. POPOVICIU: Uber die Verwendung der Tabellen spezieller

Funktionen. - ~

Unter der Voraussetzung, daß f eine im Intervall [a,b]

stetige und konkave Funktion sei, werden die Approximationen

von der Fo~ L.+' A dieser Fun~tion untersucht, wobei L

das Polynom '(I. Grades) ist, welches die Werte der Funktion

f in den Endpunkten a und b annimmt und~i~e positive

Konstant~ ist. Unter den Polynomen L + A findet sich auch

das Polynom der besten Appr~ximation (l.Grades) im Tscheby­

scheffschen Sinne.

Die ~eorie wird auf die Interpolation in Log~rithmentafeln

angewendet.

G. SCHMEISSER: Optimale Ouadraturformeln mit semidefiniten

Kern"en.

Es werden Quadratur(ormeln betrachtet, die für f~C2k(O,1)

die Gestalt

(1)
1
f f(x)dx
o

t E(O,l)

besitzen, wobei das Vorzeichen von' c kn (Fall a: c kn > 0 ,

Fall b: c kn < 0 vorgeschrieben ist. Zunächst wird geklärt~

für welche Paare (k,n) optimale Formeln der Gestalt (1)

existieren. Dann werden für feste äquidistante Knoten Ein-

"schlie8ungen für die op:i~alen Größen c kn gewonnen. Dabei

ergeben sich Trapezreqeln mit Endkorrekturen, die der Gleichung
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(1) genügen und für großes, n der Genauigkeit der opti­

malen Formeln beliebig nahe kommen. Diese "fastoptimalen"

Quadraturformeln besitzen eine Reihe interessanter Eigen­

schaften.

E. SCHMIDT: Tschebyscheff-Approximation mit Summen von

Logarithmus-Funktionen.

ES wird das Tschebyscheff Approximationsproblem für die

Anpassung stetiger Funktionen auf einem Intervall [o,sl
durch Elemente der folgenden Familie untersucht:

..i. ·m"
1

tixJ} (j)Vn := {h 6 C (x) h(x) t' "E a ij :[ 1 +. log (1 +
'i=1 j=o '.

..

a'ij~JR t i > I', t i dis'tiuct,: ree-ll, ,tl 0
'-, x - =
~ "

"

t
E.

'"1=1
",.I., •

. ." . ~~ .. ~ ~ ~:

Oie Menge en~hält 'Polynome, Log~rithmus~F~~ktiq~e~~pd gewisse
'~rat'io~~'l~' Fu~ktiorien'.~:Män·ka~n <~i~ 'El~m~nt:~' ~l·~',",,:p·~1.·~nome

ansehen,' die: durch den ':Kern "'O(t',x') ="i '+"~ioq' (l~' ":f' "tx)

erzeugt werden. Die Restriktion, daß einer' der'ni~htiinearen

Parameter t i gleich Null sei, ist notwend~g, um ein Haarsches
System zu erhalten. M1't klass'ischen "Schlüssen",'" basierend auf

.. der lokalen Haarschen .. Bedingung ," ,'werden ,'Alternantenkriterien

hergeleitet, analog zu' "den 'Erqebnis~en' für Descartes-Familien

(Braess) , ,al?er .m~d~f~z~er.t d.urch die Rest!i~~ion._ t 1 = 0 •
Eine Koinp~ktheitsaussageJ (qleic~ä,ßige K~nv~rcien,~' i~. Innern) ,
ähnlich ei~e'r für" Expone~ti~ls~e~, wi~d'bewie'sen, welche

die Existenz e~ner ~esten"Approxim~erenden,impliziert. Die
Ergebnisse enthalten d~e" von Dunham, der die Tschebyscheff-

, Approx~~tion mit Funktionen der Form a + b ~og (1 + cx)
untersucht.
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L.L. SCHUMAKER: A spline solution to linear in1tial- and

. two-point boundary value problems.

,M. Golomb recently discussed a method for solving linear

two-point boundary value problems which makes optimal use

of the available information (i.e., is best in the sense of

Golomb/Weinberger and Sard). The method produces a certain

q-spline. We discuss here a numerical implementation of the

method based on a factorization algorithm for computing ~\

q-splines. Examples and numerical results .are included.

B. SENDOV: S~ultaneous Approximation of All Real Zeroes

of an Algebraic Polynomial.

Let f(x) be an algebra1c polynomials of k-th deqree and

let m be.an integ~r. Let us denote (1 + x)m fex) =
m+k v

1: . Bm. Xl] The cOllDDuo'ication contains a method enablinq
V=O ,v

us to find s~ultaneousLy approximations for 'all r~al posi­

tive roots of f(x) = O· by means of the s1qn ~hanqes

positions of ~e sequence {a' }m+k • An estimate' for them,v V=O

degree of approxXmati~n as weIl as same numerical examples

are 91ven too. .

D.D. STANCU: Evaluation of .the remainders in certain

approx~tion procedures by Meyer-König and

zeller-txpe operators.

One considers the f t (w<a»msequence 0 opera ars' m m=l

'depend~g on a non-negative parameter , defined by

(w<a> fl (x) =
m 1:

k=o
w<a> (x) f

m,k
. k )

m+1t '

associated to a function f: [0,1] ... IR1 where

W~~~(x)
m+k

k

Qe+ClQ ••• Q(.+k-la) (l-df) (l-xta) ••• (l-xtma)

(1 + a) (l+z a) ••• (l+iiiXa)
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It includes as a special case (e( = 0) the Operator Mm o~

Meyer-Köniq and Zeller, who i~tr~uced their operator by using

the Pascal probability distribution. The operator w~a> can

also" be constnuting by a"probabilitic method by using a variation
" • I

of the Pascal win "scheme in the sende in which Markov and

polya hare generalized the bernoul11 win scheme. Some results

1 x -1 I-x
-1

(w<a> f) (x) 1
·~f t~ (l-t) a ('\t f) (t) dt- m

B (! I-x, a) 0
a

Ö
'"

(a > 0 , < x < 1)
.B~ beta~function

..

(w<a> f) (0) = 0
m

(w<a> f) (1)
m 11m (W~a,~f~(X) =~f(l)

xtl'

I If - w<a> fl I < 3
m -2

. . (f ./1 + am'., ',,'.
co ; m + am ). ,

fex) = (w<a> f) (x) ­
m i.

f (x) = (w<a> f) (x) + (R<a> f) (x)
m m

..... :r .. "; ... ~.'.'"

(R~a> f) (x)
(~:;:k~)':(1·....x+mCll ::' ~B> '.... '.: . .. ", k'" k+l' .'

k.:o (m+k+1) (1+m+ka~ Wm_1.k(X) [x. m+k' m+k+l; fJ

x(l~x) (l~x+m(J) (,I' ~ fm<a> (x» [ t,m' ,E;m'~" :t
m
" if ]

(m-1) (l+a) , . . 0 1 -2

1
~ G~a~·(t;x)fn (t) dt ';

. G<a> (t;x)
m

:(R< a >. 0 ) (t) , "Px' (t)
".m JX :>

x-t +. Ix~tl
2

H. STRAUSS: LI-Approximation mit Spline Funktionen.

Gegeben ist der Raum der stetigen, reellwert~qen Funktionen

c[a,bJ über dem Intervall [a,b) • Auf c[a,bJ ist die LI-Norm
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erklärt
b

11 f 11 = I I f (x] 1dx
a

Weiterhin ist der Raum der Tschebyscheffschen Splinefunktionen

Sn, IC c C[a,b] vom Grad n zu den festen Knoten

a = X o < Xl < •••• < x
lC

+ 1 = b vorgegeben.

Dann lassen sich folgende beide Sätze zeigen:

(1) Wenn So € Sn,1C Minimallösung an fee [a,b] bezüglich der

n+K+1 r :1LI-Norm ist, dann gibt es eine Punktmenge {ti }i=l - cLa,bJ

mit den Eiqenschaften

i=I, •••• ,n+IC+1

i=I, •••• ,1C

Daraus läßt sich- folgern:

(2). Je~e stetige Funktion besitzt eine eindeutig.bestimmte

·Minimal16sung aus Sn,1C

J.' SZABAIiOS: On parametrie approximation.

It was B. Sendov who introduced the notion of parametric approxi­

mation. Given a continuous function fex} in [-l,lJ we may

transform the argument x by x ='Pm(y) where Pm(y) 15 a ~

polynomial of degree ~ m such that Pro(-I) = -1 , Pm(l) = 1 ,

and P~(y) ~ 0 (lyl ~ 1) • The best polynomial approximation

to f {Pm (y) } by algebr~ic polynomials ' On (Y) .cf deqree < n

i8 called the best parametrie approximation to fex) of degree

(m,n) • Various estimates for this kind of approximation and"

some numerical aspects /toqether with and example/ are considered.

w. WETTERLING: ~pproximationsmethoden zur Einschlie8ung von

Menbraneigenwerten.

Für die Grundfrequenz einer eingespannten Menbran sollen nach
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dem Quotienteneinschließungssatz obere und untere Schranken

best~t werden. Hierzu braucht man Ansatzfunktionen, für die

auf dem Rand des betrachteten Gebietes außer u = 0 auch

6u = 0 gilt. Für Gebiete, die durch f(x,y) > 0 mit viermal

stetig differenzierbarem f beschrieben sind, kann man solche

Ansatzfunktionen von der Form u = vf + wf2 konstruieren.

Die Parameter im linearen Ansatz sollen dann so bestimmt werden,

daß die Eigenwertschranken möglichst eng werden. Hierfür werden

zwei ApprOXimationsprinzipien und ein Optimie~ungsprinzipan­

gegeben. Die numerische Bestimmung der Parameter geschieht auf

dem Wege über a) Kollokation, b) überbestimmte Eigenwertaufgaben,

c) eine nichtlineare Optimierungsaufgabe, die auf eine Folge

von linearen Optimierungsaufgaben zurückgeführt werden kann.

L. WUYTACK: Eigenschaften eines Algorithmus zur rationalen

Interpolation.

Einige Eigenschaften und Anwendungen eines neuen Algorithmus

zur rationalen Interpolation·("An algorithm f~r rational inter­

polation similar to the qd-algorlthm", Numer. Math. 20 (1973),

418 - 424) werde~ besprochen.

Zuerst werden einige BeZiehungen mit dem qd-Algorithmus gegeben.

Die Interpolationsformel für den Fall, wobei gewisse Inter­

polationspunkte zusammenfallen, werden abgeleitet.

Anschließend werden einige BeZiehungen mit der Theorie über

Spline-Funktionen angegeben.

R. ZIELKE: Zur Exis~enz und Struktur von Markov-Systemen.

Es sei Meine totalgeordnete Menge und V ein n-dimensionaler

linearer Raum von auf M definierten reellwertigen Funktionen.

V heißt ein orientierter Haarscher Raum, wenn für jede Basis

f 1 , •••• ,fn von V det(fi(t j » konstantes Vorzeichen +0

hat für alle t 1 ' •••• ,tn EM mit t 1< •••• <tn • ÄqUivalent

hierzu ist, daß jedes f€V höchstens (n-l)-mal stark das
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y .

(8) bzw.

V x < a <
x,y€.M

M habe Eigenschaft

a < x < b bzw. ./\
at=M

V
XEM

wennCE) , A
a,b6M
a<b

Unter anderem werden folgende Sätze angegeben:

das Vorzeichen wechselt.

1) Hat M die Eigenschaften (B) und (E) , so enthält jeder

n-dimensionale orientierte Haarsche Raum V einen ebensolchen

der Dimension n - 1 • Außerdem gibt es ein g: M + R ,

so daß .Jpd", {V ,q}ein (n+1) -dimensionaler orientierter _:

Haarseher Raum ist. Für reelle Intervalle Mund U c C{M)

kann q € C (M) gewählt werden.

2) Hat M Eigenschaft (B) und ist V ein n-dimensionaler

orientierter Haarseher Raum, der die Konstanten enthält,

so gibt es i-dimensionale orientierte Haarsehe Räume Vi

mit {const. Fu.} = V1 C V2 c •••• c Vn = V genau dann, wenn

für kein fE V mehr als n Punkte t
1

< •••• <t existieren
i .m

mit sign (-1) [fCti) - f(t i +1)] = const. +0 für

i = l, •••• ,m - 1 •

W.Hofmann (Hamburg)
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