Wm'ﬂnmwwuumn

5y oy

MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tagungsbericht 24 /1973
Geometrische MaBtheorie

12.6. bis 15.6.1973

Die ArbeitStagung iiber "Geometrische MaBtheorie" stand unter der
Leitung von S. Hi 1debrandt (Bonn) , W. Jdager (Miin-
. ster) und K. St e f f en (Bonn) . Die Tagung folgte im wesent-
lichen Chapter 4 von H.Federers Buch "Geometric Measure Theory"
und sollte den Teilnehmern Gelegenheit zum Einarbeiten in die Theo-
rie der Strome geben. Dabei sollten die Anwendungen der Theorie auf
geometrische Variationsprobleme, insbesondere auf das hioherdimen-
sionale Plateauproblem, untersucht werden und Beziehungen zu der
von E. De Giorgi und M.Miranda entwickelten Theorie der Mengen von
lokal endlichem Perimeter hergestellt werden.

Teilnehmer

H.W.A1t , Miinster E.HOlder , Mainz
W.AIt , Miinster W.Jdger , Minster
G.Bertellini , Pisa/ltaiien H.Jarausch , Miinster
R.Bohme , Gottingen H.Kaul , Bonn
C.Gerhardt , Mainz H.Schmidt , Miinster
K.Goldhorn , Mainz . E.Sperner , Bonn R
. K.Gornik , Bonn K.Steffen , Bonn
F.P.Harth , Bonn F.Tomi , Miinster
S.Hildebrandt , Bonn H.Wente , Toledo/Ohio
Vortragsausziige
K. STEFFEN : Fundamentale Klassen von Stromen

Ein m-dimensionaler Strom T auf dem R" (0=m=n) ist eine Distri-
bution auf dem Testraum éBm(R") der C*™-Differentialformen vom Gra-
de m mit kompaktem Triger. Die Masse von T ist definiert durch
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M(T):= sup {T(p): €@"(R"), 1@l £1 auf R"} , der Rand 3T ist der .
(m-1)-dimensionale Strom mit 2T(p) = T(dy) fir weo™ }(R"). Es wur-
den eingefiihrt die Klassen & | (R") = {T: T ist Strom, dim T = m ,

spt T ¢ K kompakt, M(T)+M(3T)<eo} der normalen Stréme, %, K(R"):=
M-AbschluB von JV K(R ) der regularen Strome und l’ K(R") 1=

{R+ 35 : R & 7km K(R ) ., S€ Pmﬂ K(R ) } der f1achen Ketten.Weiter
wurden behandelt die Klasse (R ) der rektifizierbaren Strome
(das sind M-Limites von Lipsch1tzflachen der Dimension m), die Klas-

se ’7m K(R"') {Te @w K(R ),oTe® K(R )} der ganzen Strome
und die Klasse ~# k(R) { R+DS : Re ce (R ), S€ R 1, K(R )}
der ganzen flachen Ketten. AuBer den grundlegenden Elgenschaften' .
dieser Strome wurden einige Tatsachen liber das Glitten von Stromen
beu1esen und daraus Darstellungssidtze fiir die Elemente von er K(R )

bzw. m K(R ) durch Lebesgue-integrierbare m-Vektorfelder herge-
leitet. :
H.SCHMIDT : Charakterisierung rektifizierbarer Strome

Es wurden charakteristische Eigenschaften rektifizierbarer m-Strome
hergeleitet und gezeigt, daB sich diese als M-Limites von beschrink- .
ten Lipschitzfldachen auffassen lassen. Ferner wurde ein'Darstelfungs-
satz bewiesen,wodurch die rektifizierbaren Strome als Integrale von
Differentialformen iiber rektifizierbaren Mengen mit Orientierung
charakterisiert werden konnen. SchlieBlich wurde aus einer Verall-
gemeinerung des Konstanzsatzes ein Satz vom GauB- -Greenschen Typ fiir
offene Teilmengen des R" mit zusammenhingendem Cl Rand herge]eitet.

W.ALT : Deformationssatz fir normale Strome

Mit Hilfe einer geeigneten Projektion auf eine Wirfelzerlegung des
R" wird der Deformationssatz bewiesen, der beschreibt, wie normale
m-Stréme in m-dimensionale Polyederketten transformiert werden kon-
nen. Als Folgerung wird eine isoperimetrische Ungleichung fiir ge-
schlossene ganze Strome hergeleitet : T e';7ln(R") , 0T =0 =

7se’ 7, l(R)’aS

T mit M(S)"‘”f‘*”ﬁ LR
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F.TOMI : AbschlieBungs- und Kompaktheits?s?a'rtze fir ganze und
normale Strome

Es wird ein AbschlieBungssatz bewiesen, dessen wichtigste Aussage
lautet: Die ganzen Strome sind in der Menge der normalen Strome
bezgl. der flachen Norm abgeschlossen. Des weiteren wird ein Kom-

_paktheitssatz bewiesen, der besagt, daB eine Menge von normalen

(bzw. ganzen) Stromen mit gleichm@Big beschrinkter N-Norm (d.h.

" gleichmdBig beschrinkter Masse + Randmasse) in der flachen FK-Norm

(bzw. . # ,-Norm) kompakt ist.
K

H.W.ALT : Das allgemeine isoperimetrische Theorem

Es wird ein allgemeines isoperimetrisches Theorem bewiesen, welches
folgendes besagt: Sind A,B Lipschitz-Retrakte im R" und U und Vv ge-
wisse Umgebungen von A und B, so gibt es eine von der geometrischen
Situation und von m , m=n , abhdngende Konstante C, so daB gilt:
Zu jedem m-dimensionalen rektifizierbaren Strom X im R", welcher .
relativer Zyklus der Raumpaares (A,B) und relativer Rand des Raum-
paares (U,V) ist, gibt es einen (m+l)- -dimensionalen ganzen Strom Y
mit den Eigenschaften sptYcA , spt(X-2Y)cB und

m)™ (M) 4 m(x- 3Y) 2 ¢ M(x)

Weiter werden Approximationssdtze behandelt, welche es gestatten,
ganze Strome und ganze flache Ketten durch Polyederketten zu appro-
ximieren.

H.KAUL : Slicing (Zerlegen eines Stromes in Scheiben)

Sei UCRk offen, f:U —R" eine Lipschitzabbildung und T€ /F;n K(U),

mzn, eine flache m-dimensionale Kette. Dann definiert man fir fast
alle yo‘.-‘Rn den (m-n)- dlmenswnalen Strom < T,f,y> auf U die BN
“Scheibe" von T in f~ {y) , mit spt (T, f,y}cspt TAf" {y} durch
Approximation mit Stromen TLny sWO ?Je.@ (R ) eine Approxi-

mation der "f-Funktion” sind. Es werden einige wichtige Eigenschaften

dieser Scheiben bewiesen.
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F.P.HARTH : Eigenschaften von Scheiben m-dimensionaler Strime »

Es wird bewiesen, daB Scheiben von ‘ganzen bzw. rektifizierbaren
Stromen ebenfalls ganz bzw. rektifizierbar sind. Unter der Voraus-
setzung einer gewissen Wachstumsbedingung wird gezeigt, daB die
Scheibe (T,f,*> Holderstetig in der F-Norm ist, falls der Strom
T normal ist. Dies ist eine Verallgemeinerung der Tatsache, daB
die Funktionen mit p-integrablen schwachen Ableituungen Holder-
stetig sind, falls p geniigend groB ist. )

K.GOLDHORN : Das allgemeine GauB-Green-Theorem .

Es werden Teilmengen des R" von lokal endlichem Umfang (Perimeter)
definiert und diese als Teilklasse der lokal ganzen flachen n-Ket-
ten charakterisiert. Sodann werden aus dem allgemeinen isoperime--
trischen Theorem einige Folgerungen hergeleitet, die es ermdoglichen,
von der rFk-KoﬁVergenz der Rinder lokal ganzer Strome auf die «Ji-
Konvergenz der Strome selbst zu schlieBen. Im AnschluB an die Defi-
nition der duBerén Normalen, des wesentlichen und orientierten Ran-
des von Teilmengen des R" wird dann das allgemeine GauB-Green-Theo-
rem formuliert, mit dessen Hilfe sich die Mengen von lokal endli-
chem Umfang charakterisieren lassen. SchlieBlich wird gezeigt, daB
eine Menge die Voraussetzungen des GauB-Green-Theorems erfiillt,
wenn der Durchschnitt ihres wesentlichen Randes mit beliebigen kom-
pakten Mengen endliches (n-1)-dimensionales integraigeometrisches

MaB hat.

R.BUHME : Struktur der lokal normalen Strdme im R" ‘ '

Es wird gezeigt: Ist f el.%oc(R") und der mit f assoziierte n-dimen-
sionale Strom T = E"L f auf R" lokal normal (d.h. die Distribu-
tionsableitungen erster Ordnung von f sind MaBe),so hat die Menge
G = {(x,z)eR"*lz z<f(x)} lokal endlichen Umfang. Der Graph S=26
von f ist daher “"im wesentlichen" rektifizierbar. Das Variationsmaf
verschiedener Projektionen von S kann durch T abgeschdtzt werden.
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. Man kann daher den Rand von T als Integral iiber Scheiben des Gra-
phen S darstellen und damit auch das VariationsmaB [2T) als Inte-
gral iiber die MaBe jener Scheiben ausdriicken.

W.JKGER : Eigenschaften lokal integrierbarer Funktionen auf R"

sei E"Lf , fe:Lloc(R ) ,» ein lokal normaler Strom Dann ist die
Menge E aller Sprungstellen von f bis auf eine z" 1-Nullmenge
eine abzihlbare Vereinigung von Mengen, die Lipschitzstetige Bilder

. beschrankter Mengen des R"'1 sind. Man fiihrt den wesentlichen Gra-
phen C von f ein und betrachtet die Menge G , die unter diesem
Graphen liegt. Es wird die Existenz von Normalen an G untersucht,
insbesondere in den Punkten iiber E. Der Strom = (- 1)"8(E"+1L G)
wird studiert und gezeigt, daB das VariationsmaB von S die Ein-
schrinkung des HausdorffmaBes &" auf C ist. Es wird nachgewiesen,

" daB f bis auf eine 3?"'1-Nullmenge im wesentlichen endlich ist.

Mit Hilfe der isoperimetrischen Ungleichung werden Abschdtzungen
fiir f vom Typ der Sobolevschen Ungleichung bewiesen.

E.SPERNER : Approximative Differenzierbarkeit lokal integrierbarer
Funktionen

Der normale Strom T = E"L f besitzt X"-fast iiberall eine approxi-
mative Abieitung. Das Differential berechnet sich aus den Variations-
maB ||2Tll , seiner Distributions-Ableitung und der Normalen an den
wesentlichen Graphen. Genau dann liegt f in H% loc(R ), wenn das

‘ VariationsmaB ﬂaTﬂ,x"-stetig ist. Kquivalent hierzu ist die Abso-
lutstetigkeit im Sinnen von Calkin-Morrey. Fiir die approximative
Stetigkeit 72" 1 fast iiberall ist notwendig und hinreichend, daB

das 2Tl -MaB jeder Menge endlichen Zf"'l-MaBes verschwindet.

K.STEFFEN : Isoperimetrische Ungleichung fiir lokal normale
n-dimensionale Strome im R"

Ist f eL%oc(R") und sind die partiellen Ableitungen von f im
Distributionssinne MaBe, so gilt die folgende isoperimetrische
(bzw. Sobolevsche) Ungleichung

DFG Deutsche
Forschungsgemeinschaf ©



-6 - \

v'J

[J/if(xy - c| n/(n-1) dJ?"xl} (n-1)/n =

P oc(n)'”" (Totalvariation von Df)

Dabei ist ceR (von f abhingig) und x(n) éZ"{xeR": Ix1=1} .

Ist feLl(R"), so ist c=0 . Ist f(R")e Z , so ist ceZ.
Insbesondere kann man fiir f die charakteristische Funktion einer
Menge A von endlichem Perimeter wihlen. Dann ergibt sich die klas-
sische isoperimetrische Ungleichung. :

) ‘

K. Goldhorn (Mainz)
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