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Tag u n g s b er; c h t

Geometrische Maßtheorie

12.6. bis 15.6.1973

24 /1973

Die Arbeitstagung über "Geometrische Maßtheorie" stand unter der
Leitung von S. H 1 d e b r a n d t (Bonn ) , W. J ä ger (Mü~-

ster) und K. S t e f f e n (Bonn) . Die Tagung folgte im wesent­
lichen Chapter 4 von H.Federers Buch "Geometrie Measure Theory"
und sollte den Teilnehmern Gelegenheit zum Einarbeiten in die Theo­
rie der Ströme geben. Dabei sollten di~ Anwendungen der Theorie auf
geometrische Variationsprobleme, insbesondere auf das höherdimen­
sionale Plateauproblem, untersucht werd~n und Beziehungen zu der
von E. Oe Giorgi und M.Miranda entwickelten Theorie der Mengen von
lokal endlichem Perimeter hergestellt werden.

Teilnehmer

H.W.Alt I Münster
W.Alt I Münster
G.Bert~llin~ • Pisa/ltaiien
R.Böhme , Göttingen
C.Gerhardt I Mainz
K.Goldhorn , Mainz
K. Gorn ; k I Bann
F.P.Harth I Bann
S.Hildebrandt , Bonn

Vortragsauszüge

E.Hölder , Mainz
W.Jäger I Münster
H.Jarausch I Münster
H.Kaul , Bann
H.Schmidt I Münster
E.Sperner , Bonn
K.Steffen , Bonn
F. Tomi I Münster
H.Wente I Toledo/Ohio

K. STEFFEN Fundamentale Klassen von Strömen

Ein rn-dimensionaler Strom T auf dem Rn (0 ~m :5:n) ist eine Distri­
bution auf dem Testraum ~m{Rn) der C~-Differentialformen vom Gra­
de m mit kompaktem Träger. Die Masse von T ist definiert durch
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M(T):= sup (T{!p): .9'E21
rn (R n) IlJ j>1I ~ 1 auf Rn} I der Rand aT ist der

(rn-l)-dimensionale Strom mit dT(l") ~ T(d}"') für y.'€Sm-l(R n). Es ·wur­
den eingeführt die Klassen Nm,K(R n ) = {T: T ist Strom. dirn T = m ,

spt T c K kompakt. M(T)+M(dT)< oo} der normalen Ströme, 7Rm• K(R"):=

M- Absch1uB von INm K( R" ) der re9u1ä ren St r öm e und Fm K( Rn) : =
, n n •

(R+ Cl S : R b "IR m,K(R ) , 5 S ~ m+l,K(R )} der flachen Ketten.Weiter
wur den be ha nde1t die K1ass e t{> m, K( Rn) der ,re kt i .f i z ; erbare n 5 t r Öme
(das sind M-Limites von Lipschitzflächen der Dimension m), die Klas-

se ::T m,K(R n) = {T 6 t:eW,K(Rn), 'dT € ce m_l,K(R n)}- ~er ganzen Ströme
und die Klasse ~m,K(R ) = (R+a S : R~ c::e rn,K{R n), se 6e m+l,K(R")}
der ganzen flachen Ketten. Außer den grundlegenden Eigenschaften· ~
dieser Ströme wurden einige Tatsachen Uber das Glätten von Strömen
bewiesen und daraus Darstellungssätze für die Elemente yon ~m,K(Rn)

bzw. ~m,K(Rn) durch Lebesgue-integrier~arern-Vektorfelder herge­
leitet.

H.SCHMIOT Charakt~risierung .rektifizierbarer Ströme

Es wurden char~kteristische Eigenschaften rektifizierbarer rn-Ströme
hergeleitet und gezeigt, daß sich diese als M-Limites von beschränk­
ten Lipschitzflächen auffassen lassen. Ferner wurde ein" Darstellungs­
satz bewiesen,wodurch die rektifizierbareb Ströme als Integrale von
Differentialformen über rektifizierbaren Mengen mit Orientierung
charakterisiert werden können. Schließlich wurde aus einer Verall~'

gemeinerung des Konstanzsatzes ein Satz vom GauB-Greensche~ Typ für
~ffene Teilmengen des Rn mit zusammenhän~endem Cl-Rand hergeleitei.

W.ALT Deformationssatz für normale Ströme

Mit Hilfe einer geeigneten Projektion auf eine Würfelzerlegung des
Rn wird der Deformationssatz bewiesen. der beschreibt, wie normale
rn-Ströme in m-d.mensionale Polyederketten tran~formiert werden kön­
nen. Als Folgerung wird eine isoperimetrische 'Ungleichung für ge-
sc hlos sen e ga nze St r ömehe rgel e i te t : T E;:J ( Rn) , d T = 0 ~m .
:l S "e. :l'm+1 ( Rn) •~ S = T mit M(S)ml (m+1)~ r M( T) .
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F. TOMI.: Abschl"ießungs- und Kompaktheitssä-tze für ganze und
normale Ströme

Es wird ein Abschließungssatz bewiesen, dessen wichtigste Aussage
lautet: Die ganzen Ströme sind in der Menge der normalen Ströme
bezgl. der flachen Norm abgeschlossen. Des weiteren wird ein Kom-

.paktheitssatz bewiesen, der besagt, daß eine Menge von normalen
(bzw. ganzen) Strömen mit gleichmäßig beschränkter N-Norm (d.h.
gleichmäßig beschränkter Masse + Randmasse) in der flachen FK-Norm
(bzw. ,...srK-Norm) kompa kt ist.

H.W.ALT Das allgemeine isoperimetrische Theorem

Es wird ein allgemeines isoperimetrisch~s Theorem bewiesen, welches
folgendes besagt: Sind A,B Lipschitz-Retrakte im Rn und U und V ge­
wisse Umgebungen von A und B, so gibt es eine von der geometrischen
Situation und von m , m~ n I abhängende Konstante C, so daß gilt:
Zu jedem rn-dimensionalen rektifizierbaren Strom X im Rn, welcher.
relativer Zjklus der Raumpaares (A,B) und relativer Rand des Raum­
paares (U,V) ist, gibt es einen (m+l)-dimensional~n ganzen Strom Y
mit den Ei gen sc haf t en s pt YcA, s pt (X- d Y) c B u.n d .

M(y)m/{m+l) + M(X- ~Y) ~ C M(X) •

Weiter werden Approximationssätze behandelt, welche es gestatten,
ganze Ströme und ganze "flache Ketten durch Polyederketten zu appro­
ximieren.

e H.KAUL Slicing (Zerlegen eines Stromes in Scheiben)

Sei U CR
k

offen. f:U ~Rn eine Lipschitzabbildung und Tc ~.K(U),
m~ n, eine flache rn-dimensionale Kette. Dann definiert man für fast
alle yeR n den (m-n)-dimensionalen Strom <T,f,y) auf U, die
uScheibe n von T in f-1{y} , mit spt (T ,f tY) c spt TI') f- 1{y} durch
App r 0 xi mat ion m; t St r Öme n TL f*.9'j , wo 9'j € Jl) n( Rn) ein e Appro xi -
mat ion der ':,r-Fun kt ion " s i nd. Es wer den ein i ge w-i c ht ; ge : Ei gen s cha f t en
dieser Scheiben bewiesen.
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F.P.HARTK: Eigenschaften von Scheiben rn-dimensionaler Ströme

Es wird bewiesen~ daß Scheiben von "ganzen bzw. rektifizierbaren
Strömen ebenfalls ganz bzw. rektifizierbar sind. Unter der Voraus­
setzung ei ner gewi s sen Wachstums·bed i ngung wi rd geze; gt, daß die
Scheibe (rtf,-> Hölderstetig in der F-Norm ist, falls der Strom
T normal ist. Dies ist eine Verallgemeinerung der Tatsache, daß
die Funktionen mit p-integrablen schwachen Ableituungen Hölder­
stetig sind, falls p genügend groß ist.

K.GOLDHORN Das allgemeine Gauß-Green-Theorem

Es werden Teilmengen des Rn von lokal endlichem Umfang (Perimeter)
definiert und diese als Teilklasse der lokal ganzen flachen n-Ket­
ten charakterisiert. Sodann werden aus dem allgemeinen isoperime-·
trisehen Theorem einige Folgerungen hergeleitet, die es ermöglichen,
von der %K- Ko n"y erg enz der Rä nd erIo kaI ga nzer St r öm e auf die ~­
Konvergenz der Ströme selbst zu schließen. Im Anschluß an die Defi­
nition der äußerjn Normalen, des wesentlichen und orientierten Ran­
des yon Teilmengen des Rn wird dann das allgemeine Gauß-Green~The~­

rem formuliert, mit dessen Hilfe sich die Mengen von lokal endli­
chem Umfang charakterisieren lassen. Schließlich 'wird gezeigt, daß
eine Menge die Voraussetzungen des GauB-Green-Theorems erfüllt,
wenn d~r Durchschnitt i~res wesentlichen Randes mit beliebigen kom­
pakten Mengen endliches (n-l)-dimensionales integralgeometri~ches

MaB hat.

R.BOHME ~ Struktur der lokal normalen Ströme im Rn

Es wird gezeigt: Ist f e L~oc(Rn) und der mit f assoziierte n-dimen­
sionale Strom T = EnL f auf Rn lokal normal (d.h. die Distribu­
tionsableitungen erster Ordnung von f sind MaBe»)so hat die Menge
G = {(x,z) Ei Rn+1: z ~ fex)] lokal endl ichen Umfang. Der Graph S= ~ G
von f ist daher "im wesentlichen" rektifizierbar. Das Variationsmaß
verschiedener Projektionen von S kann durch T abgeschätzt werden.
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~ Man kann daher den Rand von T als Integral über Scheiben des Gra­
phen S darstellen und da~it auch das Variationsma~OaTU als Inte­
gral über die Maße jener Scheiben ausdrücken.

W.JÄGER: Eigenschaften lokal integrierbarer Funktionen auf Rn

Sei En L f , f E L} 0 C ( Rn) , ein lok a 1 norm ale r 5 t rom. Dan n ist die
Menge E aller Sprungstellen von f bis auf eine ~n-l-Nul1menge

eine abzählbare Vereinigung von Mengen, die Lipschitzstetige Bilder
beschränkter Mengen des Rn- 1 sind. Man führt den wesentlichen Gra­
phen C von f ein und betrachtet die Menge G , die unter diesem
Graphen liegt. Es wird die Existenz von Normalen an G untersucht,
insbesondere in den Punkte" über E. Der Strom 5 = (-1)"a(En+1L G)
wird studiert und gezeigt, daß das Variationsmaß von S die Ein­
schränkung des Hausdorffmaßes ~n auf C ist. Es wird nachgewiesen,
daß f bis auf eine ~n-l-Nul1menge im wesentlichen endlich ist.
Mit Hilfe der isoperimetrischen Ungleichung werden Abschätzungen
für f vom Typ der Sobolevschen Ungleichung bewiesen.

E.SPERNER Approximative nifferenzierbarkeit lokal integrierbarer
Funktionen

Oe r norm ale St rom T = En L f be s ; tz t ;e" - f ast übe ra 11 e ; ne a pp r 0 xi ­
mative Ableitung. Das Differential berechnet sich aus den Variations-
maß U0 T 11 , sei nerD; stri but ion s - Ab1e i tun gund der Norm alen an den
wesentlichen Graphen. Genau dann liegt f in H~t1oc(Rn), wenn das
Variationsmaß O-aTU. ~n-stetig ist. Äquivalent hierzu ist die Abso­
1utstetigkeit im Sinnen von Calkin-Morrey. Für die approximative
Stetigkeit dPn-1-fast überall ist notwendig und hinreichend. daß
das UdT" -Maß jeder Menge endlichen ~n-l-Maßes verschwindet.

K.STEFFEN Isoperimetrische Ungleichung für lokal normale
n-dimensionale Ströme im Rn

Ist f €ltoc(R n) und sind die partiellen Ableitungen von f im
Distributionssinne Maße, so gilt die folgende isoperimetrische
(bzw. Sobo1evsche) Ungleichung
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(/tf(Xl - c I n/{n-l) dX-nx} {n-l)/n

~ n- 1 «(n}-l/n (Totalvariation von, Df)

Da be i fs t ceR (v 0 n f ab hä ngig) und oe( n) ~ ~n { XE Rn: I x I ~ I} ·
Ist f E L 1( Rn). SO; s t c=0 • Ist f ( Rn) € Z • S 0 i. s t ce 7L •

Insbesondere kann man für f die charakteristische Funktion einer
Menge A von endlichem Perimeter wählen. Dann ergibt sich die klas­
sische isoperimetrische Ungleichung.

K. Goldhorn (Mainz)

~.
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