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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u n g s b e r ich t 3/1974

Zahlentheorie

1).1. bis 19.1.1974

4It Die Zah1entheorietagung, in deren Mitte1punkt insbesondere

elementare und analytische Zahlentheorie stan~, fand in

diesem Jahr vom 13. bis 19. Januar" im Mathematisch-en For­

schungsinstitut Oberwolfach statt. Die Leitung hatten

H.E.Richert (Ulm), W.Schwarz (Frankfurt) und E.Wirsing.

(Marburg) übernommen. An der Tagung nahmen 42 Zahlentheo-

retiker ,- darunter 2) aus dem Ausland, teil.

In 36 Kurzvorträgen wurde über neue Ergebnis~e aus .den fol­

gen4en Themenkreisen berichtet: Additive und multipl:Lkative

zahlentheoretische Funktionen, S i"ebmethoden, Primzahlver­

teilung, NullsteIlen von Dirichletreihen, Gleichverteilung,

Geometrie der Zahlen, kombinatorische Zahlentheorie.

Teilnehmer

H.Daboussi, Orsay

H.Delange, Orsay

H.G.Diamond, Illinois

B.Divi$, Frankfurt

J.Duttlinger, Frankfurt

P.Erdös, Haifa

R.Fischer, Salzburg

H.W.Hagedorn, Ulm

I.A.Haight, London

G.Halasz, Budapest

E.Heppner, Freiburg

R.H.Hudson, Durham/USA

M.Huxley, Cardiff

K.-H. Indlekofer, Frankfurt

H.lwaniec, Warszawa

H.Jager, Am~terdam

M. Jutila, Turku

H.-J.Kanold, Braunschweig

W.Klotz, Claustha1-Zellerfeld

J.Kubilius, Vilnius

L.Lucbt, Clausthal-Zellerfeld

M.Mendes-France, Talence

H.L.Montgomery, Ann Arbor

W.Narkiewicz, Wroclaw
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B.Noväk, Prag

G.J.Rieger, Hannover

R.Roterr.nund, DIrn

B.Saffari, Boulogne

H.Sarges, Marburg

W.Schaal, Marburg

A.Schinzel, Warszawa

P.G.Schrnidt, Marburg

·Th.Schnei~er, Freiburg

Vortragsauszüge
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W.Schwarz, Frankfurt

H.Siebert, Ulm

J.Steinig, Genf

E.Szemeredi, Budapest

R.Tijdeman, Leiden

R.C.Vaughan, London

B.Volkmann, Stuttgart

R.Warlimont, Regensburg

E.Wirsing, Marburg

H.DABOUSSI, Limit periodic multiplicative functions.

f is a multiplicative function satisfying If(n) I~ 1, F is

a real additive function. Delange and I have proved the

following results:

Cxia exp iA(x)+o(1),

..! ~ f(n) e 2 'ITi.na
x n,;$X

.! L; f( n)
x n<:x

o( 1)

o( 1)

for every af (},

or

where CE C, aE IR and A: [1,00 [-+ IR s.atisfying

lim
x~

(sup IA(y) -A ( x) I) = o.
x <y;5X2

For the function f to be almost periodic Besicovitch it is

necessary and sufficient that

converge for some Dirichlet character ~. In that case we

have studi·ed the convergence and the summability D( log n)

                                   
                                                                                                       ©



( a)

the

~-

- J

of the generalized Ramanujan surn associated to f. We give

applications. to the limit distribution of F(un ) for some

sequences (Un ) of integers.

H.DELANGE, On complex-valued multiplicative functions.

Let f be a complex-valued multiplicative function. For each
1

positive integer n we define a measure 9n C by ~n(E) = n X

number of the m ~ n for which f(m)E E. O~ p~pose is to

study the asymptotic behaviour of the sequence I~n\.

1. Suppose first that If(n) I~ 1 for every n. Then one of

following circumstances occurs:

{~ \ converges to a limit measure ~,which is in-
n .

variant by all rotations about the origin.

There exist areal number a and a sequence' {ßn \

of real numbers satisfying lim (sup I~m-~nl)=o,
. n~ n~~2 .

such that by performing on each ~n a rotation of

.angle - an = -( a log n + ßn ) we get a sequence of

measures converging to a limit measure which is

·not invariant by all rotations about the origin.

We have necessary and sufficient conditions for

the sequence {~nl to converge.

2. In the general case we give necessary and sufficient

conditions,for the sequence {lJn 1 to .conve.rge to a limit

measure not concentrated at the origiri.

H.DIAMOND, Oscillation theorems.

A theorem of Littlewood asserts that n(x)-li(x) changes

sign infinitely often. Another proof of this theorem is

given which avoids use of the explicit formula for Y (Che-
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byschev' s function) .," The argument depends on an analogue

of the Wiener-Ikehara Theorem which enables us to'express

a certai~ average of TI in terms of zeros of the Riemann .

zeta function •

...,
B.DIVIS, On cubic and biquadratic gaussian sums.

p x
Let T=6 X(x)' be the normed cubic (resp. biquadratic)

o

gaussian sum for p= 1(3) (resp. p= 1(4». If X(-t)= -1 then
. p/2

L(1,X) = - P(2~(2» T ~ X(x).·For X(-1)=1, we put

(x-1)/2X* (x) = .( -1) . X( x), (x, 2p) =1. We obtain an equally
p/4

simple relation L( 1, x* )" = ..TI T ~ X( x). The hope was ex-
p 0

pressed that the values of q:>=Arg L('l,X) (or Arg L(t,X*»

might satisfy I~I~} (resp.~) in the cubic (resp. biqua-

dratic) case. This would "mean that the "sign" of T could

be determined just from the value of the simple SUffi

p/2 p/4 , .
6 x(x) (or 6X(x». This was questioned" by Montgomery
o 0 . .

who could show that there exist characters X mod p for

'which Re L(1,X)< O. He believes that the same is true al­

ready for the special characters above.

F.DRESS, On Waring's problem for real exponents.

(Dieser Vortrag konnte nicht gehalten werden.)

An elementary and extremely detailed study of the sums

a~+~~ leads to a very precise termination of abound MJ(c)

beyond which every integer is the SUffi of thr.ee terms [a~J.
l..

This allows

-first, to give again the result of Segal:

G(c) = 2 or J for 1 <'c < 3/2;
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-second, to determinate a list of intervals where g(c)=)

(while the heuristic obviousness lead to conjecture that

g(c)=2 on the complementary).

(Long calculations with a computer are necessary.)

P.ERDÖS, Probleme in der kombinatorischen Zahlentheorie

Es sei- rk(n) die kleinste Zahl, so daß jede Folge ganzer

Zahlen 1 ~ a 1 < ... < a i ~ n mit l=rk(~) eine k-gliedri­

ge arithmetis~he Progression enthält. Szemeredi bewies vor

kurzem rk(n)/n ... 0, er vermutet r k (n)/rk _ 1(n) -+ 00 , kann

aber nicht einmal rk(n)/~J(n) ~ 00 beweisen.

r~t)(n)sei die k~einste Zahl, so daß für jede Folge
- (t)

1 ~ a 1 < ..• < a i ~ n, l=rk (n), eine t-gliedrige arith-

metische Progres~ion existiert, so daß unsere Folge min-­

destens k Elemente in dieser Progression hat.

( t)
r l (n)/rk(n) ... 00 gilt wohl für jedes t > k; dies konnte

ich aber nicht beweisen. r~t)(n) > n 2 - e folgt:unschweT (mit

Behrend) •

Benk'oski und ich haben folgende Frage: Gibt es ein c mi t der

Eigenschaft: wenn o(n)/n > c ist, dann',ist n die Summe ge­

wisser seiner Teiler. Ein altes Problem von mir besagt:

4It zu jedem c gibt es ein n mit cr(n)/n >c, so daß man mit

den Teilern von n keine covering congruence bilden kann.

R.FISCHER, Der Satz von Gauß-Kuzmin für lineare f-Entwick­
lungen

Es sei A eine nichtsinguläre reelle (dXd)-Matrix, bE Rd

und f die Affinität x ~ Ax+b des R
d • Für jedes xE[O,tJ

d

wird eine Folge k(t)~k(2) , •.• ganzzahliger Vektoren ("Zif-
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fern tt ) wie folgt erklärt: k(n)=[f(Tn - 1x)], wobei

[(z1,z2,···,zd)] = ([z1],···,[zd]) und Tz=f(z)-[f(z).]

(zE IR
d

) bedeuten. Gilt IIAzl1 > Ilzll für alle zE JRd, dann

be s teh t di e Be ziehung x= lim f - 1 ( k ( 1) +f - 1 ( k ( 2 ). + •.• + f -1 ( k (.n) ) ••• ) )
n~oo

für jedes xE[O,1J
d

(f-Entwicklung von x). Für viele Fragen,

die die Ziffernverteilung betreffen, spielt das ergodisehe

Verhalten der Transformation T: [O,1]d~[O,1Jd eine zentrale

Rolle. Im besonderen ist die Existenz eines zum Lebesgue­

sehen Maß m äquivalenten bezüglich T invariante"n Maßes ~

von Bedeutung. Sind die Elemente von A und b ganzzahlig,

so kann ~=m genommen werden, ~ndernfalls gilt unter be­

stimmten Voraussetzungen überA der Satz: Es gibt ein be­

züglich Tinvariantes, zu m äquivalentes Maß u;

dmT- n

~

~ .
(Eine Relhendar~tellung für dm kann"~ngegeben werden.) Aus

diesem Satz folgen starke Mischungseigenschaften für T und

ein Gesetz vorn iterierten Logarithmus für die Zufallsverän­

derlichen k(n) (n=1,2, ••• ).

H.W.HAGEDORN, Ein Vergleich des Selberg- und Rosserschen
Siebes

Ankeny und Onishi zeigten, daß die Selbergsche Siebmethode

·fÜr die 'Si~bfunktion S(A,P,z) eine untere Schranke liefert,

die genau für u > V
k

(k=Dimension des ~iebes) positiv ist,

e-1
mit "k ~ 2( e-1) k+1+2 log e-2 (k 2: 1).

Wir zeigen "k~ 2,73k+6,t (k ~ 1). Durch numerische Rech­

nungen zeigen wir, daß die Selbergsche Siebmethoge für

S(A,P,z) eine bessere untere Schranke als das Rossersehe
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Sieb liefert, wenn 1 < k ~ 2 und 0 < u ~ 2 ist. (Zu

den Bezeichnungen vergleiche: H.E.Richert, Selberg's Sieve

with Weights. Proc.Symposia Pure Math. 20 (1971), 287-310.~

I.A.HAIGHT, Difference covers which have 5mall k-sums for
any k.

For any subsets of a group G, written additively we write

E-F=tx-ylxEE, yEF\ and (k)E=E+ •.• +E (k summands). The pro­

blem is to find sets F such that F-F :::> G. hut· (k)F is smal!

in some natural sense. For instance wben G is R, P.Erdös

showed that there is a set E C R, ~uch that E~E ~ R but

(k)E has L~besgue Measure zero (Col1oqu.Math.10 (1963).,

267-269). However the prove involves both th~ Axiom of

Choice and the Continuum Hypotheses and the set E is not

topologically respectable in any way (i.e. eompact,'F etc.).. cr
The two main results I mention are:

Theorem I. For any positive integers k,l ~ a mpdulus q(k,l)

and a set of residues F(q,k,l) such that F-F= Z(q) but

(k)·F omits J, consecutive residues.

Theorem 2. ~ Ec R such that E-E ::> R but IeklE J=". 0 for any

k. Furthermore E is of type Fa.

G.HALASZ, Über die lokale Verteilung additiver Funktionen

Der· Vortrag hat zum Ziel, eine positive Antwort auf die

Vermutung von Erdös

1 ~ __c_x _

Jloglog x
max

-oo<a<m n<X
g(nT=a·

(e absolute Konstante) zu: geben, wobei gen) eine beliebi­

ge additive zahlentheoretische Funktion mit g(p)4o ist.

Ohne diese letzte Bedingung ist loglog x durch ~ ~
p<x P

g(pT4o
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zu ersetzen. Die Abschätzung ist scharf, wie das Beispiel

g(n)= ~ 1 zeigt. (Die Untersuch~ng sol~her Fragen in dieser
pln

Allgemeinheit wurde erst im Jahre 1973 von Erdös, Riesza

und Sar~özi (Acta Arithmetica) begonnen; sie behandeln a~er

nur solche Fälle, in denen Schranken cx erhalten werden

können. )

E.HEPPNER, Über die Hintereinanderschaltung multiplikati­
ver Funktionen

Ein Ergebnis von Erdös über die Iteration der'Teilerfunk­

tion wird verschärft und verallgemeinert zu: '

Satz 1. Bezeichne den) die Anzahl der Teiler von n. Dann

gilt die asyrnptotische Formel

cx loglog x +
N(x)

1:
0.=0

x + R(x).

Dabei ist N(x)=[Jlog xJ und R(x)=O(x exp(-c'Jlog x» mit

einer Konstanten c'> O.
r s.

Satz 2. Sei F
2

:N ~ N multiplikativ, F
2

(p)= TI p.1 konstant
i=1- ].

für alle Primzahlen p un~ F
1

:N ~ C multiplikativ oder addi-

tiv mit F1(P~)=P. (m), wobei P. ein Polynom vom Grade g]..]. ].]. e0.. 1
ist •. Weiter sei Fi(n)~ n ]. mit 0.

1
0.2 < 2. Dann gilt mit

für additives F 1

für multiplikatives F
1

die asyrnptotische Formel

~ c~x(loglog )l + O(X(loglog x)g)
~ x 10g x •

l=o
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R.H.HUDSON, Tripies and Quadrupies of Consecutive k-th
powers.

Let F k denote the class of totally multiplicati~e s~quen­

ces taking on values in the group of k-th roots of unity.

If f in F k takes on 5 consecutive values of ~ity but never

s+1 cons~cutive values it is said to have length s. A

nearly complete proof of the conjecture of Mills that there

exist exactly 2 member~ of F 2 with length 2 was given by

Isaii Schur around 1940 and completed by me in" 1972 to

appear in Schurts Collected Works. This resu1t leads to

the first non-trivial upper bound for the first .triple of

consecutive quadratic resi~ues, r(2~3,p)=~(p1/4Iogp) for

primes p > 17. Abound obtained using only elementary.

methods is r(2,3,p)< 2 1/ 4 3 5/ 2 (31 p2/5)+5022p1/5+558 for

p > 1.7. I also announce the existence of 13 members of

length ). The functions are defined multiplicatively by.

g(n)=(~), (n,p)=1, p=5,7,11,1),53, g(p)=.±,1; g(n)=n(mod 4),

(n,4)=1, g(2)=.±,1; g(2)= -1, g(p)=1 if p is an odd prime.

Computer data and other considerations suggest that these

may be' the only members of F 2 wi th length J.

~.N.HUXLEY, Über aufeinanderfolgende Primzahlen"

Für welche reelle Zahlen E gilt Pn+1-Pn ~ (E+o(l»lo$Pn

für unendlich viele n? Es wUrde der Sati von Bombieri­

Davenport skizziert~ na~h dem E=O,466?~•• sein kann. Beim

Beweis muß man gewisse Zahlen u(-k), •.• ,u(k) geeignet wäh­

len. Piltjai hat E=O,4571, •.• erhalten. Genauer muß man

aber U(-k), •.• ,u(k) so wählen, daß

E
Im-nl-Sk

k 2
u(m)u(n) - cE u (m)

-k
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k
bei fester 6 u(n) maximal wird. Dann folgt

-k

E ~ 1/4 + n/16 = 0,4463 ••.•

Es blei"bt zu bemerken, "daß ·eine weitere VerbesserUng mög~

lieh ist ..

. '.
K.-H.INDLEKOFER, Mittelwerte multiplikativer Funktionen

Sei f:N ~ teine multiplikative Funktion vom Betrage< 1

mit konvergenter Reihe

~
p prim

i-Re f(p)
p

und ~= Ia
1

,a2,... \ eine Folge natürlicher Zahlen mit folgen­

den E~gensehaften:

( i ) an' ~ n "( n= 1 , 2 , • • • ) ;

.~ 1
n

a =m
n

0(1) gleichmäßig in mj

(iii) für alle dE N gilt·

E 1
n-OC-

a ~(d)
n

x ..Q.i!!L + 0 (x)
d

(x ~ 06-),

wobei 0(.) von ~ und d abhängen können und'p' eine positive,

multiplikative Funktion ist. DanngLlt folgender

Satz: Für x -+ cx> ist

.1 ~ f( a )
x n<X n

wobei A(.) einelangsam oszillierende Funktion vom Betrag 1

und a eine reelle Zahl ist.

Beispiele: 1) ~=l[anJ:a > 0 irrational \, 2) ~= {an+b:a,bE N\.
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Auf eine weitere Klasse von Folgen ~, für die (i) und (ii)

nicht mehr zutrifft, der obige Satz aber gültig bleibt,

wurde kurz eingegangen.

H.IWANIEC, ~rimes Represented by Quadratic Polynomials.

In this lecture some theorems will be discribed concerning

primes represented by qu~dratic polynomial in two or more

variables. One of them-is the following -

THEOREM •. Let ~(x)E Q[x1 , ••• ,xn ] be a quadratic polynomial,

integer valued (i.e. taking integer values in integer points)

and irreducible in Q[xt, •.• ,xnJ. Let F(x) assume positive

values prime to an arbitrary given no-zero integer. Then if

f(x) depends essentiallyon at least two variables~ it r~­

presents infinitely many primes.

H.JAGER, Priminve Charactere

Let Y(x) denote the number of primitive Dirichlet characters

with modulus not exceeding x. Le-t cp{x)= ~n~cp(n). Then

t(x) 6
lim "iT'XT = 2 = o. 6079'. -.. • If one regards cp( x) a-s .the
X-KX> TT

total number of characters with modulus not exceeding x,

then one might say that o.6079 .•. _is the probability that

a character be prim~tive. In .d?ing so, certain eharacters

are counted more then onee if one looks at a eharacter as

-a function N ~ C with certain properties, in t(x). E.g.

in ~(12), the character with X(1)=1, X(2)=X(J)=X(4)=O,

X( 5) =-1,. X( 6) =0 ,. periodic mod 6, is counted twice.

It is proved that if one takes the standpoint that a cha­

racter "X. is an arithmetical function X:N ~ C, then the

above probability is greater, in fact, it turns out to
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0.6896 •..

M.JUTILA, On character sums, Dirichlet polynomials and
L-functions with real characters.

T~e talk deals with a mean-value theorem for character sums

with real characters and some of its applications. The'

average is .taken over all real characters having a modulus

less than a given bound. Amon"g t·he applications there are

results on the k-th power of the class number of an imagin­

~ry quadratic field and on mean-values of Dirichlet poly­

nomials and L-functions with real characters, as weIl as

a zero-density theorem for L-fullctions, and a mean-value

theorem for "short ff character sums.

H.-J.KANOLD, Über Stirlingsche Zahlen 2. Art

Wir definierep die Stirlingschen Zahlen 2. Art 5 (m,nEN>
Iß,n

durch 5 =1, 5 =0 für n > 0, 5 =5" 1 l+(n+l)S. 1mto O,ll m,n m- ,n-· , m- ,TI

für m,n> o. Für Sm,n lassen sich die folgepden elementaren

Ung1eichungen beweisen

Die ?bere Abschätzung können ~ir .unter der Voraussetzung,

Nun wird zu "jedem natürlichen m

daß Sm,o<. ··<Sm,n-2 ~ Sm,n_1 ist, verschär.fen zu

( . ) m ( ... ) m+l< n+l - 1-i TI

n!"
S m,n

die Zahl llo=n
o

'( m)" so definiert, daß S '. < .•. <::5 >5' 1m,o m,no- m,no +

gilt. Dann ist für m Z 2

n +1 < __m__
o log m (1+

loglog
log m

m + (loglog rn)2).
log m
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Dies vers.chärft Ergebnisse von Wegner (ereIle 262/). Zum

Schluß wird die bisher noch nicht entschiedene Frage auf­

geworfen, ob die Stirlingschen Zahlen 2. Art einer s~ge­

nannten verallgemeinerten Galton Verteilung genügen.

W.KLOTZ, Dichteaussagen für die Lösbarkeit gewisser linea­
rer Gleichungen

Es· sei a eine M~nge endlicher Teilmeng~n in N. Eine Teil­

menge AC N ~eiße a-frei, wenn gilt Tc A.~ Tf o.'Wie dicht:

kann eine a-freie Menge höchstens sein? Zur Behandlung die­

ser Frage untersuchen wir die folgenden Größen:

'T"a(x) = Max fIAI:A C [1,xJ, o':'frei},

x~( a) Sup
A c N
o-frei

1
- . A( x)

--2:.!!!
x~

d( 0) Sup
AcN
er-frei

A(x)---.x

Wir· beschränken unsere Untersuchung auf Systeme a, die aus

den Lösungsmengen gewisser linearer Gleichungen bestehen.

J.KUBILIUS, On the limit distribution of additive xunctions.

Let f(m) be areal valued strongly additive arithmetic

function. Denote

A (f)
n

Theorem 1. Let

1 2 n ( )2~ = sup n- B (x) ~ f(m)-A (f)
n f=J;O n . m= 1 . n

where the supremum iso taken over all rea1-valued strongly

additive arithmetic functiGDS not vanishing identically •.
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Then Ior' all sUIIiciently large n

1.47 <K
n

<2.1 ~

Theorem 2. Suppose that a real-valued strongly additive

arithmetic function satisfies the condition

Denote

~n B- 1
(f) max/f(p)' ~ o.

n p.$n n~

Let W1 (t) and W2 (t) be two real functions in the interval

[0,1]~such that

a) ~1(t) < t 2!t),

b) . *1(0) < 0 < $2(0),

c) for certain c > 0 and for any t and h > 0 we have the

inequalities

I' .(t+h)~W .(t) I < eh
J. J -

( j=1,2).•

Then the n~ber of positive integers.m ~ TI for which

( k::: 1 , 2 ~ • • • ,n)

equals
-1

( 1)+ rn.(n~n In~n_1)nP t 1 (t) < w(t) < W2 (t), 0 ~ t ~ ~

In In~n

where P( ••• ) denotes the probability that Brownian motion

process w(t), starting at the point 0, does not reach the

boundaries t
1
(t) and W

2
(t).
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L.LUCHT, Über die Hintereinanderschaltung multiplikativer
Funktionen

Ein bekanntes Resultat von E.Wirsing (Math. Ann. 137) be­

sagt, daß es "ziemlich wen~g" Lösungen n der Gleichung

o(n) = xn gibt. Dabei sind a(n) die S~e der natürlichen

Teiler von nEN und K eine reelle Konstante. Dieses Resultat

läßt sich auf Lösungsanzah1en der G1eichung f(n) = Kn über­

tragen, falls die zahlentheoretische Funktion f geeignete

Eigenschaften besitzt. Es g1lt nämlich der nachstehende

Satz. Es sei kEN und f = fko ••• of t d~e.Hinterei~ander­

schaltung lauter multiplikativer Funktionen fl:N ~ N mit

den folgenden Eigenschaften:

a) Es gibt ein d ~ 1 mit ft(n) ~ n
d f~r alle nEN, l=1, ••• k.

b) Für Primzahlen p -+ 00 gil t gleichmä,ßig in \JEN

1 + o(~_..E.) , 1, =1, •••k.

k k
TI f.t(aJ,) = TI a l

J,=1 .t="1

außer der trivialen Lösung a
1

=... = a k = 1 keine weite­

ren Lösungen in natürlichen Zahlen a
1

, ••• , a
k

besitzt,

deren sämtliche Primteiler > ~esind.

Es sei ferner x 2 3, X >0 rational, und es bedeute VK(f,x)

die Anzahl der natürli'chen Zahlen n < x mit f( n) )Ql. Dann

~ existiert eine von K unabhängige Konstantec mit

() (log x )VK f,x ~ exp Cloglog x •

Diese Abschätzung gilt zum Beispiel, wenn d1e f t gleic~ a
oder ~ sind. Für k = 1 ergibt sich insbesondere wieder das

Ergebnis von Wirsing.

M.MENDES FRANCE, Equidistributed subsequences.

Let q ~ 2 be a given integer. DeIine the set B(q)

lx:(xqn) equidistributed (-mod 1) \. It is wellknown that for
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any integer a ~ 1, B(q) = B(qa). This result can be gene-"

ralised in the following way. Let C be the family of'func­

tions g defined below. g is any increasing function N ~ N

such that

if nEg( IN)
if nfg{ N)

is almost periodic in the sense of Besicovitch (example of

such g's are (an + b), ([an]), quadratfrei nurnbers, ••• ).

Let id be the identity function iden) = n. Then for any

sequence u = (u
n

)

n B(u - a.id) = n B(uag)
aeR/Z gEC

where B(v) = Ix: xv equidistributed (moct 1) }.

H.L~MONTGOMERY, Zeros of partial sums of the zeta function.

I shall demonstrate the falsity of Turan's conjeet~~es con­

cerning zeros of partial sums of the zeta function (conjee­

tures which imply the Riemann Hypothes~s). More preeisely,

I shall show that there is a. eonstant e > 0 such that uNe s)

En- s has infinitely many zeros in the half-plane
n,::.N

Re s ~ 1 + e/log Tj here T = 2 + 11m si. This approaehes

the result of Turan which asserts that UN(s)has DO zeros

in the half-plane Re s ~"1 + 2(loglog T)/log T.'My approach

is very simple, and provides disproofs oe all the related

conjectures of Turan, and of Wie·ner and Wintner. e
W.NARKIEWICZ, Polynomial-like arithmetieal functions.

An arithmetical additive or multiplicative "function" f(n} is

called polynomial-like, if there exists a polynomial P(x)

such that for prime p ~ne ha~ f(p) = pep). A survey of re­

sul ts concerning such func tions will· be given, coverin'g in

particular the following topies: weak uniform distribution

(mod n), exact d~visibility by given prime powers, divisi­

bility by given natural numbers, estimation of number of
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nurnbers n S x with (n,f(n» = 1. Those results are due to

E.J.Scourfield, J.Sliwa and the author.

B.NOVAK, On lattice points in multidimensional ellipsoids.

Let Q be a positive definite quadratic (rational) form in r

variables, a. and b. be real nurnbers. We denote by P (x)
J J p

the. lattice remainder term in the problem lattiee points

with weights a. in the ellipsoids Q(u.+b.) < x. By fand
J J J - P

f we denote the"exact order" and "mean value order" of
p

P (x). We consider two cases: A) b. = 0 and B) a. = O. Using
P J ..,. J

Jarnik's O-method, one lemma due to Divis and author's

O-method it is possible to prove the'following

Theorem. r/2 -1 - r/2 -1 - r
2( V + 1

provided f ~ r/4 + p/2,
P

- (4 r/2 - 1 - 0) .f P max r/4 - 1/ + p/2, r/2 - 1 - 2( Y + 1). :Ln the

case A and f r/2 - 1 -~ provided f ~ r/4 + p/2,
P 2 Y P

f p · max(r/4 - 1/4 + p/2, r/2 - 1 - P2~ 1) in the case B.

Further, f r/4 - 1/4 + p/2 for p ~ r/2 - 1/2. Here y
. p

y(a.1'a.2' •••.,a~) in the.case A (=:= y(b 1 ,b 2 , ••• ,b r ) in the

case B) is the supremum of all ~, for which the system of

inequa~ities Jqa
j

- P
j

f < q~~ has infinitely many solutions

in integers q, Pj_

~_J.RIEGER, Über Gleichverteilung bei FORD-Kreisen

Für jede rationale Zahl in reduzierter Gestalt ~ bezeichne

C(~) die offene Kreisscheibe in der cartesischen (x,y)-Ebe­

ne um den MittelpWlkt (h
k

,2.- ) vom Radius .1:...
2

.Es sei,
2k2 2k

V := U C(~). Für reelle Zahlen a,. A, z"mit A. > 0,0 <z< 1

bezeichne S(a,liz) die Strecke mit den Endpunkten (a,z),

                                   
                                                                                                       ©



- 18 -

( a+ A. , z). Es sei M( a, A; z) : = v ns ( a, A; z), M( z ) . - M( 0 , 1 ; z) ,

K := [1/JZJ. Es sei ~ Eulers Funktion. M(z) wie. auch

M(a,A.;z) ist die disjunkte Vereinigung endlich vieler

Strecken; es bezeichne m(a,A;z) die. Summe der Längen ,der

.Strecken in M(a,A;Z); mez) := m(O,1;z). Man hat sofort

mez) = 2 E ~(k)(Z/k2_ z2)i. Mit der elementaren'Formel
1.:$ k~K : -

6
~ t + ~(log t) ergibt Teilsummation ~eicht

TI

Satz 1. Für 0 < z < 1 ist mez) = 2 + ~(z log ~).
TI . . z

Eine Art Gleichverteilung kommt zum Ausdruck in

Sati 2. Für reelle Zahlen a, A, z mit A > 0, 0 < z < 1 ist

m( CL, Ai z) = A m( z) + 19(JZ( log ~) 2) mi t einer absoluten Kon­

stanten.im Restglied.

R.ROTERMUND, Ein kombinatorisches Siebverfahren

Durch die Verbindung des Buchstabsehen kombinatorischen

Siebverfahrens (1967) mit den Funktionen f(u), F(u) ·(Jur­

kat-Richert, 1965) und den Richert-Absc~ätzungenfür Sum­

men SK(A,q,z) (1969) gelingt es, folgenden Satz zu beweisen:

Für hinreichend große x gibt es Fast-Primzahlen P2 im In-
b

tervall x - x < P 2 .:$ x , b = O~529.

Dabei ist ein Zusammenhang zwischen den Funktionen f(u),

F(u) und gewissen Reihenentwicklungen bei Kummer (1840)

wichtig.

B.SAFFARI, An oscillation theorem.

•
An attempt is made to minimize sup

u~oo

M(u) d . f M(u)
~ an -1n ~
AlU U'"+CD Ju

by using a slightly modified form of Ingham's tauberian in­

equality (cf~ Amer. J. Math., 1942), i. e. by replacing the

usual kernel max(1 -' I~I , 0) by another one which would

provide a larger lower bound. The conclusion is that, by
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this method, we cannot obtain any lower bound better than
C

H.SARGES, Eine Anwendung des Selbergschen Siebes auf Zahl­
korper

Sei K ein algebraischer Zahlkörper vom Grade n über .0, .>".

F(x) E K[~J ein irreduzibles Polynom mit ganzen:Koeffizien­

ten vom Grade g, ohne festen Primiäealteiler. Bezeichne ~.

ein Primideal aus K, P
g

+ 1 ganze algebraische Zahle~ aus K.

mi t höchstens g + 1 Primi deal teilern (mi t ihrer Vielfachhei t

gezählt). Sei p( l') die Anzahl der Lösungen von F(x) =0 mod p.
. I . ( ,,) .

Ferner 5 e 1. I : = a EK : a. g anz, 0 < a. ::5 y", \J= 1 , • • • ,r1 ,.

- la\) 1.$ Y \) • \1= r 1+"1 • • • • • n I.- wobei 1.$ Y \) • \1= 1 p • • • n •~d Yr 1+~=

Yr +r + l .' iJ.= 1 , •• • ,r2' ist und y : = y 1 • • • y n •
121"'"'

Sei d die Dis~riminante von K, ~ das Residuum von 'K(s).

Dann gilt:

E 1
a. E I

F (a) =P 1g+

Hierbei-handelt es sich Um eine Ausdehnung Richertscher

Resulta~e (Mathe~~tika 1969) auf algebraische Zahlkö~per.

Der Beweis wird mit Hilfe der Selbergschen Siebmethode in

Anlehnung an Schaal (Acta Atithmetica 1968) bzw. Richert

(Mathematika 1969) geführt.

W.SCHAAL, Über Abschätzungen von Summen von Restklassen­
charakteren im reell-quadratischen Zahlkörper

Sei K ein reell-quadratischer Zahlkörper mit der Diskrimi­

nante d > 0, Sei 0 c K ein ganzes Ideal. Mit X werde ein

Restklassencharakter modulo 0 bezeichnet, das heißt, für

ganze Zahlen 5,S1,S2 E K gilt:
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i) X( S1 ., S2) X( S1) • X( S2); ii) X( S1) = X( S2) für S1=S2 mod 0;

i i i ) X( S) = 0 für- ( S, 0) ~ 1, 'X( S) ~ 0 für (s, a) = 1 •

> O. Für die Summe

~ konjugierte Zahl,zudieR( X)

Seien a,a'E R beliebige Zahlen, x,x'

~ .X( S)
a< s< a+x
a< S'.:$ a' +x'

gilt dann,. sofern X nicht der Hauptcharakter ist:

Satz (K.Ch.Lee, '1973).· Zu jedem Ö > 0 existiert eine Kon­

s t antee ( Ö) > 0 mi t IR( X) I:E C ( ö) {JNO( xx' ) Ö + Na}.

Der Beweis ben~tz~ eine Methode der analytischen Zahlen­

theorie von C.L.Siegel (Trans. 'Am. Math. Soc. 1936). Daran

anschließend hat Wirsing mit einem elementarem Beweis gezeigt:

Satz (Wirsing). Für xx' > 16dNo ist-- . _. 2

IR(X) I ~ c 1Jd NO(lOg ~~o) , ci > 0 eine absolute Konstante.

Für gewisse Spezialfälle ist folgende Abschätzung von Inter­

esse, welche e'ine Verbesserung ~er Abhängigkei t vom "Modul"

liefert:

Satz. Sei € > 1 eine Fundamentaleinheit von K, sei r die

Ordnung von € modulo a, also er
:1 mod 0, 1 ~ r minima~. ·Fer­

ner sei X (mod o} ein eigentlicher Chara~ter. Dann hat man

mit positiven Konstanten c 2 ,c),c4 , die nur v~n K abhängen:

IR(:X) l:s c2dNa)"i - cJlJIog Jxx' eC4Jlog xx' • xx' ~ 1.

Der Beweis verwendet die Theorie der Gaußschen Summen in K

und die oben genannte Siegelsche Methode.

A.SCHINZEL, On exponential congruences.

The .following two theorems are proved.
x

1
x

k1. If the congruence a
1

••• a k = b (mod p) is soluble for

almost all primes p, then the corresponding equation is

soluble in rational integers.
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x 1 x 2 x k . .
2. If a 1 a 2 ••• a k = 1 1mp11es xi = 0 then for any m 4 0

X 1 X 2 Xk
there exists a module M such that a 1 a 2 ···ak =1 (mod M)

implies xi - 0 (mod m).

H.SIEBERT, 5iebmethoden und Siegelsche Nullstellen

P.Turan zeigte in einer Arbeit (Acta Arithmetica) eine Aus­

sage von folgendem Typ:

Läßt sich in der Abschätzung

( *) -fa ( x , k , .t) . - I {n:::: x: n: .t( k), p'n .~ p.? x a \ I~ .
<~ __x_ . 2( 1 + A1.(a:) + A

2
( a) )

- cp\k} log x

für mindestens ein a E [%,*] die Konstante 1 + A1 (a) + A2 (a)

erniedrigen, so haben gewisse L-Reihen in gewissen Berei­

chen des kritischen Streifens keine Nullstellen. (A-
1
(a) und

A2 (a) sind explizit durch Integrale gegeben.) Turan stellte

1972 in Oberwolfach die Frage, ob man mit Siebmethoden die­

se Verbesserung tatsächlich erreichen kann.

Die Antwort lautet nicht einfach "nein", sondern das .In­

teressante ist, da~ die schärfste bekannte Form. des 5e1-.

bergschen Siebes (Richert-Jurkat 1965) im wesentlichen die

Abschätzung (*) liefert. Beim ~eutigen Stand der Kenntnis­

se 'scheinen die Siegelsehen Nullstelle-n gerade die Grenze

der Wirksamkeit von Siebmethoden zu sein.

E.SZEMEREDI, On sets containing no arithmetic progression
of length K.

max{.t: A la 1 ,···, a t l, a1<a2<••• <a.t~n,
A does not contain an arithmetic pro-

gression of length K}.
Theorem. rK(n) o(n).

1 2 1 2 \ I 2·Let A Ja j : a j (aj,a j ), O~ aj,aj~ n and JA .? €.n •

Is it true that there is an a. and d such that
J

(al. . 2 . d) E A (0 .. K)?J + 1
1
d,a j + 1 2 ~ 1 1 ,1 2 ~ .
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R.TIJDEMAN, A problem on power sums related to Riemann's
hypothesis.

Recent investigations of Turan on the .truth of the Riemann

hypothesis lead to the following problem.

Let n be an integer, n > 2, and B .a real number, B ~ 2. De-

n
max 1 ~ bjZ; I

B j:::1
T= 1, ••• ,n

termine

t( n ,B) min
j

b.> 0, Iz. 1=1
J J

n
~ b.

j=1 J

On the one hand, one has a result of Erdös-Renyi (1957),
1

(*) t(n,B) ~ (6B l~g n)2

proved by probabilistic arguments. In this lecture we give

a simple constructive proof. On the other hand, a more gen­

eral result of Halasz implies ~(n,2) ~~ • By proving
2e n

max I ~b.z:1 >Ir (~ b.) a young mathematician,
T=1, ••• ,2n j=1 J J - 2~ri j=1 J

Leenman, obtained t(n,l+e) > .lr for ev~ry e > O. Compar­
- 2~n

ison with (*) shows th~t only a small gap is left.

R.C.VAUGHAN, Mean value theorems in prime number theory.

In this. talk an acC"ount is given of the proofs· and conse­

quences of the ~ollowing theorems

Theorem 1. Suppose that S ~ 1 and x > 2. Then

L: ~ L:* max I+(y,x) I ~ x ,tJ + J i s.~+ J S2 J
~ s ~ X y:S: x

where ~ * denotes surnrna.tion over all the primitive charac­

ters module q, W{y,X) = ~ h(n)x{n), A is von Mangoldt's
n<y

function and l = log xs.-
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Theorem 2. Suppose that q ~ 1 and x ~ 2. Then

ii\l- 11
~ maxlw(Y,x) I ~ x t 3 + x q l + x

2
q t

2
X mod q y::sx
where 1, = log xq •

. B.VOLKMANN, Zur Ziffernverteilung bei zahlentheoretischen
Algorithmen

Es wird eine Definition für zahlentheoretische Algorithmen

gegeben, die so allgemein ist, daß sie die b~kannten Fälle

wie Ziffernentwicklungen, Kettenbrüche, Cantor-Reihen, Ja­

cobischer Algorithmus und "zahlentheoretische Transformati­

onen" von Schweiger umfaßt, .ohne Glatthei tsvorausset"zungen

für die auftretenden Shift-Transformationen zu machen. Den­

noch gelten vier Sätze qualitativer Art (Kategorien-Aussa­

gen über die zugehörigen Me~gen von Punkten im Rk bzw. von

Vertei-lungsinaßen auf de.m Einheitswürfel in IR
k
), in denen

berei ts bekalUlte Spez.ialfälle über' 1) asymptotische Ziffern­

verteilungen, 2) oszillierende Ziffernhäufigkeiten, 3) schwa­

che Konvergenz von Verteilungsmaßen und 4) Folgen von Zif­

fernalgorithm~n auf Algorithmen der hier eingeführten Art

verallgemeinert werden.

R.WARLIMONT, für Summen

Es sei f:N ~ C eine zahlentheoretische Funktion, es bezeich~

ne wen) bzw. O(n) die Anzahl der verschiedenen bzw. aller

Primteiler von n. Es sei gen) = wen) oder O(n). Es werden

Voraussetzungen für f mitgeteilt, unter denen sich eine

Asymptotik für Sex) .- ~f(g(n» angeben läßt.
n.$X

(1) Es mögen a, b und ein R(n) mit R(n) o(Jn) existieren

derart, daß f(n) a logrn + b + (R(n) - R(n-1» + 0(1).

Dann ist Sex) = x(a 10gr+2x + b + 0(1».

(logrn bezeichnet den r-fach iterierten-Logarithrnus von n.)
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(2) Es mögen a und ein R(n) existieren, R(n) = (9(Jn) , der­

art, daß f(n) =.a logrn + (R(n) - R{n-1» + ~(1).

Dann ist Sex) = x(a logr+2D + (9(1».

(3) Es möge ein a und ein a , 0 < a < i, existieren derart,

daß ~ f(n) = a logrv(1 + o(1»gleichmäßig in ua~v~u.
u.915U+v

Dann ist sex) ~ a x logr+2x.

2Beispiele für (1): d( n), t-.1.( n), Beispiele für (2~ 'oder (J):

w( n), O( n) •

Ferner wird kurz auf die Summen

n < x
O('ii) =k

wen) ,
n<x
wen) =k

O(n)

und dere~ Auswer~ung nach der Selbergschen Methode einge­

gangen.

J.Duttlinger und K.-H.Indlekofer (Frankfurt/Main)
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