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Spezielle Funktionen

3.2.1974 bis 9.2.1974

Die unter der Leitung der Herren C.Meyer (K&ln) und F.W.Schifke
(Kons;ani) = nun schon zum sechsten Male - durchgefiihrte Fach-
tagung iiber "Spezielle Funktionen der mathematischen Physik

und der Zahlentheorie" fand auch in diesem Jahr wieder ein er-
freuliches Interesse. Sie wurde von 36 Mathematikern - davon

8 aus dem Auslande - besucht, und es wurden 22 teils ausfiihr-
liche Vortrége - 12 aus dem Bereich der mathematischen Physik
und 10 aus dem der Zahlentheorie - gehalten.

Aus dem Gebiet der speziellen Funktionen der mathematischen
?hysik wurden folgende ‘Einzelthemen behandelt: Simultane Se-
parierbarkeit verallgemeinerter Schwingungsgleichungen, Multi-
plikationstheoreme hypergeometrischer Funktionen, Irreduzibi-
lit&t der Eigenwertprobleme bei der Mathieuschen~ und der
Sphéroid-Differentialgleichung, gleichmiBige asymptotische
Entwicklungen fiir Mathieufunktionen sowie fiir Ellipsoidfunk-
tionen, Resﬁgliedentwicklunq spezieller asymptotischer Dar-
stellungen. Daneben gab es eine Reihe von Beitrédgen zu den
Grundlagen der Theorie dieser Funktionen sowie zu deren An-
wendungen aus den Bereichen Gewdhnliche Differentialgleichun—
gen, Integraltransformationen sowie Approximationstheorie.

Aus dem Gebiet der Zahlentheorie wurden folgende Themen be-
handelt: Eisenstein-Reihen, Modulfunktionen, kompiexe Multi-
plikation, L-Reihen in reell-quadratischen Zahlkdrpern  (Kron-
eckersche Grenzformel), Poissonsche Summmenformel, Minimal-
diskriminantén, Teichmiiller-Rdume.
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Vortragsausziige

J.MEIXNER : Simultane Separierbarkeit von verallgemeiner-

ten Schwinqungsgleichungen

Es wird die Frage gestellt, fiir welche Funktionen ¢(x,y,z)
die verallgemeinerte dreidimensionale Schwingungsgleichung

Au + ®(x,y,z2)u =0

in wenigstens zwei def'rotationssymmetrischen Koordinaten-
systeme, in welchen

Au + kZu =0
separierbar ist, simultan separierbar ist. Friihere Ergebnisse
(A.Leitner und J.Meixner, Arch.d.Math.10, (1959), 387 sowie
W.W.Turner, Dissertation Michigan State University, 1963)
werden efgénzt und erweitert. Die Bedeutung der simultanen
Separierbarkeit liegt darin, daB sie einen niitzlichen heuri-
stischen Zugang zu Reihenentwicklungen von speziellen Funk-
tionen nach speziellen Funktionen und zu Integralbeziehungen
zwischen solchen liefert. Diese Mdglichkeiten sind noch
nicht voll ausgeschépft. Weitere M&glichkeiten wird die Un-
tersuchung der simultanen Separierbarkeit mehrdimensionaler
verallgemeinerter Schwingungsgleichungen liefern.

A.SATTLER : Hypergeometrische Multiplikationstheoreme

- leicht gemacht

Zwei sehr allgemeine Entwicklungen von verallgemeinerten
hypergeometrischen Funktionen in Reihen nach anderen verall-
gemeinerten hypergeometrischen Funktionen werden betrachtet
(siehe: Y.L.Luke, The Special Functions and Their Approxi-
mations, Vol.II; New York, 1969; p. 6, Theorem 2; p. ld,
Theorem 4). Es wird gezeigt, daB die bis jetzt bekannten
Voraussetzungen iiber die Giltigkeit dieser Entwicklungen
weitgehend abgeschwidcht werden kdnnen. Diese Tatsachen erge-
ben sich aus Sdtzen iiber die Entwickelbarkeit holomorpher
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Funktionen in Reihen nach hypergeometrischen Funktionen,
die. von folgendem Typ sind:

f(2) (ap+ n; bq+ n;z)

]
~
[o]
]

bzw.

]
&~

‘f(z) (ap+ n; A\ + 2n, bq+ n; z) .

dn qu+1
n=o

Dabei sind die Koeffizienten <, bzw. dn' durch Integral- .
darstellungen gegeben. Genaueres iiber diese Sdtze wurde
mitgeteilt auf der Tagung "Spezielle Funktionen", Oberwolfach,
17.-21.2.1969.

P.W.SCHEFKE : Uber die Eigenwerte der Mathieuschen und
) Sphéroid-Differentialgleichung - zum Problem

der Irreduzibilit#t fiir mehrparametrige Eigen-
wertaufgaben ’

Es wird gezeigt, daB die Eigenwert-Entwicklungen aZn(hz)
um h2 = O Funktionselemente einer analytischen Funktion

-im GroBen sind. Der iiberraschend einfache Beweis benutzt,

daB von den Koeffizienten von n® 'gerade einer negativ
ist. Entsprechendes gilt fir andere wichtige Klassen von.
Eigenwerten der genannten Dgln : b2n+2(h2) ™ 1(hz) ' .
b2n+1(h2) ’ Av+2n(h2) (v reell, nicht ganz),xs(y ) (v=u,

U+ 2, u+4d4,... bzw. v=u+1, u+ 3,...) (4 2 0, nicht ’
halbzahlig, nicht zu groB8) und fiir die algebraischen Approxi-
mationen der a

2n und Verallgemeinerungen.

R.SIPS : Une représentation asymptotique uniforme pour
les fonctions de Mathieu

Les fonctions de Mathieu sont les solutions périodiques de
l'équation suivante

2 .
y"+ (a- %— cos(2n) ) y=o0,

o®
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oi a et k sont des constantes, qui se réduisent &
sin(nn) ou cos(nn) lorsque k » O et qui satisfont &
la condition de normalisation

n/2 n/2

2 = 2 =1
| cey (n)an = [ sey (man =g .
o (o]

Il est possible de former des représentations asymptotiques
de ces fonctions, lorsque k est réel et trés grand, qui
sont valides pour toutes les valeurs réelles de n , et

qui ont les formes suivantes

N
cesn v 1 Com (D, (B) + Dy (B))

m=o
N
N
sey v 1y (D, (B) - Dy (B))
m=0
N N
T _n L
€€ 2n+1" ! Comn (COS(Z = 3)Dop4y (B)+ cOs(z + 5)D2m+1(8)) '
m=0 : : '
‘ , Tr_n - T+
Sepnsz ¥ L Comey (05(F = 3)Dypy (B)- cos(g + 3)D,0,,(8) )
m=0 .

od les c, sont des constantes, les Dm(B)' sont les fonc-
tions paraboliques

. g2 :
D (B) = exp (- 4—) He (8)
(He = polynSme d'Hermite de degré m) et od

o
g = 2/2k sin(% - g) , B = 2vV/2K sin(L—' +

[N]f=]
~
.

Une formule trés simple donne une limite supérieure pour
l'erreur commise. Comme on n‘'utilise que des sommes finies,
aucun probléme de convergence ne se pose.
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La comparaison numérique entre les valeurs exactes et approxi-
matives, pour k = 12 , des dix premiéres fonctions
CeLs--.sCCy,5€,...,5€¢ montre que l'erreur absolue est de

[

1'ordre de 10 6 pour ceo et se1 , et de l'ordre de 10'3

pour ce, et seg .

B.A.HARGRAVE : Uniform asymptotic expansions for ellipsoidal
wave functions

The ellipéoidal wave equation ‘

2

w" - (a + bk snz(z,k) + qk4sn4(z,k))w(z) =0

where sn(z,k) is a Jacobian elliptic function with modulus
k , admits doubly periodic solutions, whenever a and b

assume eigenvalues, depending on q . These solutions are

known as ellipsoidal wave functions.

Non-uniform asymptotic expansions are known, and here a

method, using the theory of second order turning points of
differential equations, is developed for uniform asymptotic
expansions of ellipsoidal wave functions, when lgl is

large. .

These latter results may then be used to determine the leading
term of the asymptotic series of the second solution of the
ellipsoidal wave equation from integral formulae.

HERM.SCHMIDT und L.NECKERMANN (Vortragender) : .
Zur Neuhausschen Entwicklung des Restglieds

der asymptotischen Darstellung des Exponential-

integrals El(z)

Fir die Entwicklungskoeffizienten in der hier im Vorjahr von
Neuhaus hergeleiteten Restgliedentwicklung:

. © X N=-1 .
-zt TV
-z _ e - (-1) !
e EI(Z) = ] I+t dt = 2 —zTiAL + RN(Z) )
o V=0
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m-1
Ry(z)= 1 A (N,2) + 1y (2) , Ity (2] < 2k A_(N,x)
H=0

(- 1)N N+1

(m, gerade; K, geeignete Konstante, lil = 0(l), x = Re z)

besteht folgender, fiir exakte Abschdtzungen wichtiger Zusam-
menhang zu Laguerreschen Polynomen (bzw. Poisson-Charlierschen

Polynomen p_(x) = al Léx_n)(a) )

a

PLAS a,(N,z) = B L;-N-I-U)(~z) .

Flir N+l-z =: € (|]g] < A ) ist L(—N_l-u’(-z), wie mit Hilfe

der erzeugenden Funktion der Laguerreschen Polynome folgt, ein
Polynom in 2z vom Grad <A —.[2] .,z A (N,z) also bei fe-
stem u beschrinkt. Fir z » © , N + » be1 |g] <A gilt
dann die verallgemeinerte asymptotische Potenzreihenentwicklung
mit beschrinkten Koeffizientenfunktionen:

(-l)N zN+1

1 Baa(Nv2) Byyyy (Ns2) }

oo
- Ry(z) v 53+ ] 2 { X AT
A=1 z 2

im Sinn von Herm. Schmidt (Math.Ann. 113, (1937)).

f

E.WAGENFUHRER (Vortragender)-und R.MENNICKEN :

Uber die Konvergenz unendlicher Determinanten

Eine Methode zur Bestimmung des charakteristischen Exponenten
der endlichen Hillschen leferentialglelchung

y"(x) + - (A +2 7 t cos 2nx ) y(x) =0
n=1

ist die Berechnung der Determinante einer unendlichen Matrix

o
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A= (a..)° mit den Eigenschaften

ij'o
(-] o0 2

a;4 = 0 fiir ji-3] > x, } la; ;=1 <=, laij— aijl < @,
i=o i,j=o

Flir solche Matrizen wird eine asymptotische Formel fir

det Ay - det Ay-q aufgestellt und daraus ein Prinzip der
Konvergenzverbesserung abgeleitet, das die numerische Be-
rechnung der unendlichen Determinante einschlieBlich einer .
Fehlerabschidtzung ermdglicht.

Eine &hnliche Darstellung von det Ay - det Ay, wird
benutzt, um die Existenz der unendlichen Determinante auch
bei schwédcheren Eigenschaften von A zu zeigen.

B.L.J.BRAAKSMA und H.S.V.de SNOO :

Generalized trénslatidns associated with

a singular differential operator I,II’

We consider the following Cauchy problem

2 2

37u _ 3°%u 13u _ 1 su - - _
3.2 3;5 + (2p+1) (x 3 Ty ay) (g(x)~ q(y))u =0

with u(x,0) = £(x), uy(x,o) =0, Xx > 0,y > O . We denote

the unique solution 0 £ Y <$x by (T¥£) (x) ; by symmetry

(Tyf)(x) = (Txf)(y)' for © SX<y. TYf is called trans-

lation of £ over y . The case g = O has been treated
by Delsarte, whereas the case P = - % has been treated by
Levitan. If p > O and tq(t) € L(O,») translation is
bounded in sup-norm, whereas if - % spsoO,
t?P*1g(t) € L(0,1), tq(t) € L(1,») , the translation is
bounded on suitably chosen spaces. There exists a represen-
tation X+y )

(TY£) (x) = I K(x,y,2) £(z)22P g,

| x-yli
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where K is symmetric in x,y and z.

Under suitable conditions for q, K and TY are positive.
This implies boundedness of translation on suitably chosen

A spaces. This may be used to derive properties of the con-
volution (u = v)(y) = [ u(x)('ryv)(x)xzf"*1
Fourier transform associated with the differential equation

dx. The generalized

y'+ Zgil y'- qy = Azy on L1(0,w) maps the convolution into

a product. Furthermore Paley-Wiener theorems may be derived

for this differential equation. This generalizes work by Koorn-
winder and Flensted-Jensen.

H.-D.NIESSEN : Linksdefinite sinquldre kanonische Eigenwert-
probleme I )
Es werden singul&ire linksdefinite kanonische Différentialglei-

chungssysteme und die zugehdrigen Randwertprobleme .betrachtet.
Flir diese Probleme wird eine Spektraltheorie hergeleitet, die

insbesondere einen Norm-Ent@icklungssatz und einen punktweisen
Entwicklungssatz ergibt.

A.SCHNEIDERV: Linksdefinite singulire kanonische Eigenwert-
' probleme II. .

Es wird éineAErweiterung des direkten Entwicklungssatzes fiir

die "ersten" Komponenten aller Funktionen angegeben, fiir die
der Normentwicklungssatz-gilt. AnschlieBend werden die zum
Rand-Eigenwertproblem gehSrenden Integraltransformationen be-
handelt und die Umkehrformeln angegeben. Die Ergebnisse von
Weyl und Shotwell lassen sich in die Betrachtungen einbeziehen.

K.ENDL : Uber die Konstruktion von dicht-vollstidndigen
Systemen in allgemeinen normierten Riumen .

Es werden zwei Methoden zur Konstruktion von dicht-vollstindi-
gen Systemen in normierten R&umen gegeben, eine funktionentheore-
tische und eine funktionalanalytische.Ausgangspunkt der Arbeit
ist ein Aufsatz von Miintz iiber Bernoullji-Polynome. Verallge-
meinerungen von Szasz u.a. sind als Spezielfall der allgemei-

nen Theorie enthalten.
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J.SUNLEY: Non-Analytic Eisenstein Series of the Slegel Modular

Group
The function E(Z,s) = |y[S ez + b"-Qs is being investigated
(o) .

with the intent of developing some generalisations of the
Kronecker limit formula. This is done by considering the Fourier
coefficients in the expansion of this function. These coefficients

the Bessel functions of the classical case. In cases for n>1, some
generalisation of the Bessel function is clearly indicated. For .
positive definite or negative-definite matrices, these can be eva-
luated at =2%1, the largest real pole of the function. For each
value of n, Fourier coefficients in lower dimensions are also in-
volved. It is .clear a generalisation of the limit. formula can be
obtained, but until these integrals can be evaluated more precise-

ly it is unclear what form it will take.

B.SCHOENEBERG: Invarianzgruppen Dedekindscher Funktionen

Fir die mehrfach untersuchten Dedeklndschen Funktlonenwh(t) der
Stufe N gilt bekanntlich:

n’(Ar) = eu%(A)n?(r), wenn Ae T'[N];
dabei sind die l$(A) bis auf elementare Summanden Dedekindsche
Summen. In einer Hamburger Dissertation (R.Eckard) wurde gezeigt,
daf der Kern des Homomorphismus - )

T[N] — {zeC / |z|= 1}
A —> e K?(A)a P:sqeZ,

in [[N] Normalteiler von endlichem Index und keine Kongruenzgruppe

ist, wenn
Q=3 bei N=2, qZ2 bei NH>2 und (g,N)=1.

In den lbrigen Fdllen ist er Kongruenzgruppe.

P.BUNDSCHUH: Ein funktionentheoretisches Analogon zum Satz von

Lindemann

!
|
Beim Beweis des Lindemannschen Satzes itiber die algebraische Unab- )
hdngigkeit von Werten der Exponentialfunktion spielt folgender

|
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analytischer Sachverhalt eine wesentliche Rolle: Sind ays...apeC,
a; # aj, so sind exp(alz),...,exp(amz) ﬁbe? €{z] linear unab-
hdngig. Mit derselben (einfachen) Methode 14Bt sich zeigen die
folgende Verallgemeinerung: Sind f (z),...,f (z)eC[z], f fJ
nicht konstant, so sind exp(f, (z)),...,exp(f (z)) liber C[z]
linear unabhédngig. Narasimhan hat 1971 einen Beweis dieses Satzes
gegeben unter der schwdcheren Voraussetzung, daf die £; (z) ganze
Funktionen sind. Der Narasimhansche Satz wird dahlngehend ergdnzt,
daf gezeigt wird: Sind f. (z),...,f (z) ganz, f;(z2)-f. (z){ clz]
fir i#j, so sind exp(f (z)),...,exp(f (z)) llnear unabhanglg liber
dem Ring der ganzen Funktionen- endllcher Wachstumsordnung.

M.POHST: Die Minimaldiskriminante total reeller Kérper 7.Grades

Der Beweis des folgenden Satzes wird geschildert:

Satz: Die Minimaldiskriminante total reeller algebraischer Zahl-

kérper siebten Grades betrigt d = 20 134 393. Als - bis auf

Isomorphle - einzigen K&rper mit dleser Diskriminante erhilt man
= Qw) mit einer Wurzel w der Gleichung

7 .6 5 y 3

x" + x> - x> = 5x' + 8x> + 5x?

- 2x -1 = 0.

-H.HELLING: Uber Teichmiiller-Riume

Fir Teichmﬁlier-Réume werden reelle affine, liber Z definierte
algebraische Modelle vorgefiihrt. Die Teichmiillersche Modulgruppe
operiert auf diesen als Gruppe biregulérer, iber Z birationaler
Transformatlonen. Grundlage daftir ist die Funktionalgleichung
s(aB) + s(a” B) = s(a)s(B) fir die Spur von 2x2-Matrizen der
Determinante 1.- Es stellt sich heraus, daB man auch fir Charak-
tere hdheren Grades eine kennzeichnende Funktionalgleichung her-
stellen kann.- Einzelheiten siehe Inventiones Mathematicae 1972
und Communications in Algebra 1974.
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H.LANG: Uber einfache periodische Kettenbriiche und das

Legendresche Symbol

Sei a>1 eine reell-quadratische Irrationalitédt und

a = [bl_,...,bj,al,.—..,a‘l]

ihre Entwicklung in einen einfachen periodischen Kettenbruch, bei
dem die Linge j der Vorperiode und die Periodenlédnge 1 minimal
gewdhlt seien. Dann werde a die Summe

s, = 3 (-ni
= -1)~a.
a =1 1

zugeordnet. Uber die arithmetische Struktur dieser Summen sind .
von P. und S.Chowla mehrere.Vermutungen gedufert worden, von denen
die folgende bewiesen wurde:

Satz: Es seien p und q Primzahlen mit p=3 mod 4 und q=5 mod 8.

Dann gilt S
' ®) = (-1 VPT.

H.NIEMEYER: Uber die Kroneckersche Grenzformel fiir reell-guadra-

tische Zahlkdrper 1

G.Herglotz hat eine Methode entwickelt, nach der man die Kronecker-
sche Grenzformel fiir die Zetafunktion einer absoluten Klasse so
umformen kann, daf die Dedekindsche Funktion n(1) durch elementare
Funktionen ersetzt wird. Diese Methode wird dargelegt, und es wird
gezeigt, daf sie auch auf Zetafunktionen der Strahlklassen anwend-
bar ist. Man gelangt so zu einer neuartigen Entwicklung der

Kroneckerschen Grenzformel auch filir diese Zetafunktionen. .

C.MEYER: Uber die Kroneckersche Grenzformel fiir reell-gquadratische
Zahlkorper 11

In der Kroneckerschen Grenzformel flir die (absolute) Klassen-Zeta-
funktion eines reell-quadratischen Zahlkdrpers Q tritt als wesent-
liches klassenabhdngiges Glied ein Integral des Typs

exp{—mj lOg D(1+(x)) dlog X}
1

auf.
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Dabei bezeichnet e>1 die Grundeinheit von Q , und D(t(x)) ist

die einem Divisor ¢ von Q invariant zugeordnete Modulnormfunktion,
gebildet fiir das ¢ entsprechende komplexe Gitter t(x). D ist im
wesentlichen die homogenisierte komplexe Norm der Dedekindschen
n-Funktion.

Es 1d4Rt sich nun ein Zusammenhang mit dem sog. geometrischen
Mittel G(f) =.exp { 7 j.log £(t) dt} einer modulo 2n periodischen
Funktion f>0 herstellen. Hierfir gilt ein Entwicklungssatz nach
sog. Kernpolynomen bzgl. f, die wesentlich mittels einer Toeplitz-
schen Matrix aus den Fourierkoeffizienten von f gebildet werden.

U.HALBRITTER: Uber dle Poissonsche Summenformel und 1hre Anwendung

auf gewisse Gitterpunktprobleme

Mittels der Poissonschen Summenformel fiir Funktionen mehrerer
Verdnderlicher in einer ‘Fassung, die im wesentlichen von Bochner
stammt, 1ldBt sich der folgende Satz beweisen:

Satz: Sei R = (akl)e Mn(Z) eine reguldre und symmetrische Matrix.
Sei Ke N. Dann ist die Anzahl der Restsysteme mod K in

G(R) = det R-R™Y ([0,K0™
gleich |det R|™1,
Im Beweis wird die Poissonsche Summenformel angewandt auf

K:ldet Rl -1 K-ldet R|-
glx) = XY h (-m + R(Kx+y)) mit

'm1=0 mn=0

ve [0,Kldet RID"n 2%, h (y) = TT <s_m_5_yl )2

-

Das gleiche Verfahren 148t sich auch zur Bestimmung der Anzahl der
Restsysteme in gewissen Simplices im R™ heranziehen.

R.SCHERTZ: Uber die Ringklassenkdrper der komplexen Multiplikatioh

Fir die Ringklassenkdrper @ {liber einem imaginir-quadratischen
Zahlkdrper ¥ hat C.Meyer in seiner Monographie "Berechnung der
Klassenzahl abelscher Koérper iliber quadratischen Zahlkdrpern",
Berlin 1957, Klassenzahlformeln aufgestellt, die die Relativ-

o
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klassenzahl hQ/hz in Beziehung zu Einheiten von Q setzt, .
welche durch singuldre Werte von Modulfunktionen dargestellt:
werden. Durch Untersuchung dieser Klassenzahlformeln gewinnt
man zum Beispiel die. folgenden Ergebnisse:

1) Nohg/hreN  mit  Noel und lg/c2ufo:rDM, wen, |
: : h, r hQ‘
- TEr = Gp 143 Q. TT Mo =%
2) Q= i Qig Qih Qj =1 fir l#] = :\&)hz = m i) NQ{ hz N

me N:

Fiir die Teilkdrper von Q , die den Grundkdrper L nicht enthalten,
lassen sich analoge Aussagen herleiten. .

H.-J.Stender (Kd&ln)

D.Schmidt (Konstanz)
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