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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

.Tagungsbericht 12 I 1974

Gewöhnliche Differentialgleichungen

17.3. - 23.3.1974

Nach einer zweijährigen Pause fand unter der Leitung von
H.W. Knobloch' (Würzburg) und R. Reißig (Bochum) die vierte
Tagung über gewöhnliche Differentialgleichungen statt. Unter
den Teilnehmern befanden sich ,wiederum namhafte ausländische
Fachkollegen. Daß die dargebotenen Vorträge originell und
teilweise von beachtlichem wissenschaftlichen Niveau waren,
verdankt man aber nicht allein der regen internationalen
Beteiligung, sondern auch der w~chsenden Aktivität deutscher
angewa~dter Mathematiker auf dem Gebiet der Diffe~ential

gleichungen. Dies ist um so mehr herv~rzuheb~n, ·als die For
schung im Bereich der nA~gewandt.en ~alysisn i~, De\lt~chland

'nach wie vor ~ern~chl~ssigt wird und einem inte~na~io~alen

Vergleich nicht standhält. Zweifellos haben die Oberwolfacher
Tagungen dazu ~eigetragen, da~, In~eresse an Prob~ernen im
Zusammenhang mit ~ifferentia~gleichung~nzu v~r~t~~k~n, und
es 'empfiehlt sich, auch weiterhin regelmäßig solche Tagungen.
durchzufüh~en, wobei zunächst noch an ~inemz~eijährigen

Turnus festgehalten werden sollte. Das Programm der dies
jährigen Tagung läßt sich mit den Stichworten "Al~gemeine

Theorie - Kontrollprobleme - Periodische Lös~ngen und andere
Randwertaufgaben - Stabilität - Lineare Differentialgleichun-·
gen im Reellen und im Komplexen -.Konstruktionsverfahren"
umreißen. Da ein erheblicher Teil der Vorträge der Anwendung
von Fixpunktsätzen zum Nachweis von periodischen Lösungen
spezieller nicht-autonomer Systeme gewidmet war,. gab zum
Schluß der Tagung K. Schmitt (z.Zt. Karlsruhe) einen Über
blick über die Theorie des topologischen. Abbildungsgrades
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in endlich-dimensionalen Räumen sowie - darauf aufbauend -
im Banach-Raum (Fixpunktsatz vqn Brouw~r und von Leray-Schau
der). Dieser Übersichtsvortrag gab eine ausgezeichnete Dar
stellung der Theorie und ihrer Anwendungsmöglichkeiten und

war daher für alle Tagungsteilnehmer von besonderem Inter-
esse.
Herrn Prof .Dr.M. Barner, Direktor des t1athematischen For
schungsinstituts Oberwolfach, und seinen Mitarbeitern ge
bührt der Dank der Tagungsleiter und -teilnehmer für die aus
gezeichnete Organisation - auch unter den Erschwernissen der

noch nicht beendeten Bautätigkeit - • Dadurch waren die V~r

aussetzungen für einen ~rfolgreichen Tagungsablauf gegeben.
Anschließend \vurde wiederum die Tagung auf dem eng benach
barten Gebiet nRegelungstheorie ll durchgeführt. Selbstver
,ständlich war der Durchschnitt der beiden Teilnehmer~engen

wie auch der Referentenmengen nicht-leer.

Teilnehmer

J. Bebernes (Boulder/USA)

R." Conti (Fir~nze/ltalien)

W. Eberhard' (Harburg)
M. Essen (StockholmjSchweden)
M. Giertz (Stockholm/Schweden)
W. Hahn (Bochum)
W. Hahn (Graz/Österreich)
A. Haiinovici (las'i/Rumänien)
W. Haußmann (Bochum)
E. Heil .(Darmstadt)
H. Herold (Würzburg)
H. Jeggle (Berlin)
F. Kappel (Würzburg)
A.G. Kartsatos (Tampa/USA)
U. Kirchgraber (Zürich/Schweiz)
H.W. Knobloch (':Jürzburg) ,.~

H. Knolle (Bochum)

B. Laloux (Louvain/Belgien)
M. Laloy (Louvain/Belgien)
R. Mannshardt (Bochum)
M. Mikolas (Budapest/Ungarn)
R. Rautmann (Hamburg)
L. Reich (Graz!Österreich)
G. Reißig (Bochum)
R. Reißig (Bochum)
oE. Roxin (z.Zt.vJÜrzburg)
P. Sagirow "(Stuttgart)
K. Schmitt (z.Zt.Karlsruhe)
u. Staude (Mainz)
K. Szilard (Budapest/Ungarn)
M._ Thoma (Hannover)

I .. Troch (Wien/Österreich)
P. Volkmann (Karlsruhe)
J. Werner (Göttingen)
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Vortragsauszüge

J.W. BEBERNES : Periodic Boundary Value Problems

Two methods for considering .periodic boundary value problems
(PBVP) are discussed. The first is based on a simple alter
native theorem using Leray-Schauder degree. The second is
based on subfunction theory, the classical Landau inequality,
and the'coincidence degree of Mawhin.

Let I = [0,1J, DeI Je Rn )( Rn open and bounded with
{(t,O,O): t € Ij-c D. Cons~der, far f: l x Rn J( Rn --+ Rn

cont~nuous,

(1).) XII = ). f(t,x,x') + (1-~) x',

( 2) x (0) = x ( 1) , x' (0) == X I (1) •

THEOREM. If for all A E. (0,1], every solution xA(t) of (1)-)
(2) has trajectory in D for t t I, 'then PBVP (1

0
)-(2) has at

least one solution xo(t) with (t,x(t),-x'(t-)) e. D for all'tE.

l. - Tbis simple alternative theorem can be used to treat a
number cf periodic boundary value problems for second.order
systems.

Another PBVp'considered is
(3) x rrt = f'(t,x,x' ,x tr ) . ~

f: I )t R Je R· Je R ~ 'n continuous,

(4) x(i)(O) = x(i)(1) , i = 0,1,2.

THEOREM. If
a) there exists",: R v R ----; [0,(0) such that f(t,x,x' ;'x rr ) ~

- 'J!(x' ,x") where ,

,(5~ zU.= - 'Y(z,z,')., z(t1 ) =, z1', .~(t2·) ::::.z2 (lt1-t2J~1)
has at'most one solution and IVP's for (5) extend to I;

b) 3 R ') 0 3) f(t,x,x' ,0) * 0, I x i~' R;

c) 3rp: (O,oo))t to,oo) --+- (0,00) ;,

1im (s3+t 3/2 )/cp(s,t) = +00 andlf'~9(lx't"xnl);
s+t~co .

d) S6 f(t,Ro,O,O).dt. I 6f(t,-Ro,O,O)dt < ° where

Ro = R+J6 z(t;O,1)dt t

then PBVP (3)-(4) has at least one solution.
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R. CONTI : On Normal Control Processes

-We consider a contral process described by an ordinary
-differential equatian

~ - A(t) x = B(t) u(t)
where t is a real variable on a compact interval I ~[~,TJ ,
x = x(t) is a'real n-vector, u(t) areal m-vector, and A(t),
B(t) are real matrices of type nxn , nxm respecti\rely.
The functions t ~ A(t) an.d t ~ B(t) u(t) ~e measurable
and L-integrable on I. ~

pt r'Let Bp ' r l denote the unit ball of the Banach space L (r,lm)
1 < P I ~ + CD , 1 ~ r' ~ + CD • Tbe notion of normal contral
process 'is known in the literature when the set of controls
is the unit ball Boo,oo; such a notion can be ext~nded.to more
general sets of controls, in pa~ticular to Bp ' ,rl,e According
to different values of p' , r' we obtain six different types of
normal processes, one of ~hich'is the classical one. The types
re~uce to three for constant matrices -A and B._A characteriza-
·~tj:~n of each can be given in terms of A and B, via" .(any) fun
.~damentai solution .matrix cf
~-~ dx

at - A(t) x = 0
er directly when A and Bare constant. The relationships among
the verious types can be' es-tablished and the normality with
respect to Boo ta> and to Ben,1 turn tp be the strongest.

'The results in detail will appear in Journal of Qptimization
Theory and Applications.

We- EBERHARD über eine Klasse von nicht-selbstadjungierten
Rand-Eigenwertproblemen

Es wird ein im allgemeinen nicht-selbstadjungiertes Eigen
wertproblem M y = A N y untersucht mit linearen Differential
operatoren M , N über dem Intervall r 0,1]. Ober die asympto
tische Abschätzung eines Fundamentalsystems der zugrundelie
genden Differentialgleichung m(y) = ~ n(y) mit

n p
m(y) = yen) + L fv(x)y(n- .....), n(y) = y(p) + L g (x)y(p~)

v=1 ~=1 ~
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im Raum Cm der komplexv/ertigen Vektorfunktionen wird eine
Theorie von 1I~-regulärenll Eigen\tJertproblemen ent\'Jickelt, die
eine Verallgemeinerung der Birkhoff-Stoneschen Sätze über
IIregulärell Eigenwertprobleme darstellt. Für N = I (Einheits
operator) enthält sie diese Sätze als Spezialfälle. Das Ver
halten der Gr~enschen Matrix sowie die asymptotische Vertei
lung der Eigenwerte können explizit beschrieben werden. Außer
dem werden die Entwicklungssätze diskutiert und eine Teilklas
se N-regulärer Rand-Eigenwertprobleme angegeben,. für die der
Äquikonvergenzsatz gilt, wonach die Entwicklung eine~ summier~

"baren Funktion nach den Eigenfunktionen eines ~-regulären Pro
blems das gleiche lokale Konvergenz-, und S~ierbarkeitsver

halten aufweist wie die gewöhnliche trigonometrische Fourier
Entwicklung. An Hand eines Gegenbeispiels wird gezeigt; daß
für die restliche Klasse N-regulärer Probleme der Äquikonver
g~nzsatz im allgemeinen nicht mehr gilt.

,
M. :ESSEN

.-

A Differential Inequality with Applications to
Subharmonic Functions

Theorem 1: Let p: (-00-, 0] :-+ [0, CD) be a lower semiconti

nuous function which.is locally:bounded. Assum~ that there
exists a 'solution of the inequality

(1)' f"(t) - p~(t) (i(t) ~'o ,-oo<t',~ °
~(O) = 1, 1im ~(t)·exist~.

t-+-co .

Let t o be given, t o < o.
Ir inf pet) > 0 , there exists a nonnegative' solution l{ of

t

the equation
(2) yll(t) - (p*(t))2 y(t) 0

Y(O) = 1 , \f(-oo) = ° ,
such that

(3) iet o ) < Veto) •

Here p. ~s a measure preserving, nondecreasing rearrangement

of PI [t 0] on (to'O] and p*(t) = inf pes), t .< t o •
0' s < 0
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If inf pes) = 0, the statement (2) above will still be true
s

except that the conclusionY(-oo) = 0 is replaced byY(t) =
Y(to)' t < t o •

Remark 1: There is a short elementary proof if inf pes) > o.
s

If in~ pes) = 0, a more complicated argument is necessary.
s

It is fair~y "easy tq obtain an estimate ofY(to ). 'Inequality

(3) gives us an estimate of ~(to).

Applications:

1. The Beurling - Lewis projection theorem

2. Density theorems for meromorphic ftinetions
3. Estimates cf harmonie measures in Rn, n ~ 2 using Carleman

means and certain new results of A. Baernstein and ehr.

Borell.

M. GIERTZ Properties of powers' of-eertain Sehrödinger

operators

This lecture reports on joint \'lork "lith Professor \v. N. Everitt
eoneerning powers of differential expressions fJI[r] = - fll + qf
aeting on' functions in L2

= .L2 (0·,m ). Here q: (0,00) ~ R is
such that. q(2n-3.) E AC1oc(Ö,CD) for.some integer n ? 2, 'SO"

that Mn[e], exists' as'a differential expression. With

D (q) = {f ~ L2 . f(2n-1) t AC [0 m) and Mn(f) E L.2 J
n .". 10e '

we consider the following two quest ions:

. 9,uestion of partial seEaration"; .e
Under what conditions on q is it true that f E Dn(q) impli~s

that Mr(f] E L2 for r = 1,2, ••• ,n-1?

Question of complete separation:

When is it -true that whenever f is in ~n(q) then each term in
the expansion

is in L2 ?

It turns out that Mn [.] is partially separated if and only if
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the equatien Mn(fJ =A f has exactly n linearly independent

L2-so1utions for each non-realA. This happens when there

exist positive numbers k and xe such that q(x) ~ k > 0 (x> xo)
and q-1/4(q-1/4)fI is in L(xo ,00), and also whenever q + k E

L(O,oo) for some real k. Complete separation requires conditions
on higher derivatives of q of the form Iq(k), ~ Ck ,q,1+k/2

(k = 2,3, ••• ,2n-2).

A. HAINOVICI Über das Verhalten der .Lösungen von Differen

tialgleichungssystemen mit Mengenfunktionen

als Unbekannten

(1 )

1. Man betrachtet das System
depicr;:r- (x) = Fi (x,ep(Ex ) )

.ep = (cp.,,rP2, ••• ,C:Pq) ,i 1 , 2, ••• , q

wo x. ein Punkt in einem Gebiet S)J C Rn ist ,

~ das Lebesgue-Maßdarstellt,
qJi auj:'/J(cfl.J definierte additive Mengenfunktionen sind,

E eine Abbildung.ß -+1J(Q) bedeutet,

F i : ./L" Rq ---+,Rq s~etig s.ind UJ?~ bezüglich Cl'1'.· ~ ,CPq
einer Lipschitz-Bedingung genügen. .

Die Existenz der Lösung von (1) beweist· man, indem man (1)

in ein Integralgleichungssy~tem... - mit'tels de~. Radon-Nikodym

schen Satzes - überführt:

tp i (Ex) '= 'Vi (Exil H) :+ J. 'Fi"(Y ,cp(~)) .~
.E. .x

(v ist" ein singuläres Maß mit H als'l'räger).

2. Man betrachtet das lineare Sy-stem
dcp. q

(2) --a;f(x) L a ij ep j(Ex ) ,
j=1

das die kanonische Form hat:

(3) d:,...1(X) = A1 tl'1(Ex )
d~2

= ,\ 1 '" 1 (Ex). + '" 2 (~), a;::A(x) ,...
Ist das singuläre I"'laß durch eine IlIfaßverteilung 'Vi auf' H gege-

ben, so kann man die Lö.sung von (3) als
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schreiben, wobei
00

w(X 1 ,X'Xo ) =;tE (xo ) + L. A1kpk(X,Xo ) ,
x k=1
00

Ws (A1 ,X,X
O

) = L. (S:1)A1t-S+1fAt_S+1(X,Xo)
t=s-1

JA1 (X,XO ) =J ~K- (xc) dfy. , f"k(x,xo ) =J f-Ak-1 (y ,xo ) dJ-AY.
~ y ~ . .

Sind die Funktionen Ws beschränkt, so kann man die 'Vi so wäh
len, daß II'f'1I <e:.; sind sie nicht beschränkt, so kann man eine

FunktionCU(A,x) als Lösung der Gleichung

finden, so daß

U'fIU A
w(1+I\,x) <~ (A >' 1

'
).

3. Schließlich betrachtet man das Sys·tem

dqi i' q
(
4

) .<rL:I(x) = ~aij Cfj(~) + gi(x,ep(~})•
r-- J--1

Das Verhalten der Lösungen ist das gleiche wie ~eim System

(2), wenn
t gi t < A(x} HCPI,1+O( (Cl > 0)

und

J
:" Ot

A(x)[W(1+A,x)] dx < +00.
Ex

E. HEIL Eigenwertabschätzungen für die Hill'sche Differen
tialgleichung

Gegeben sei die Differentialgleichung x lJ + A pet) x = 0 ,
p(t+T) = pet). Ist x(t) = (x1(t),x2(t)) eine Lösungskurve
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(durch ein Fundamentalsystem bestim~t), so läßt sich ~~P(;)dt
als Flächeninhalt der polar-reziproken Kurve interpretieren.
A~ Grund dieser geometrischen Deutung lassen sich untere Ab
schätzungen für die ~ -vierte in d~n Stabilitätsintervallen so
wie für die Eigenwerte angeben, die teils bekannt, teils neu
sind. Si-nd 0 < ).1 ~ A 1 '( ). 2 ~ "2 < ••• die' Eigen\o/erte, so er-
hält man für p ~ 0 '

>. ~ n
2

/\ ~. ~n+122 2 (iT )
n - 4TSTO P dt' n 4TST P dt cos 2(n+1) •o .e Die Abschät zungen für ),. n wurden von Zukovskii und Liapunov

(für n = 1) und von Rapoport auf anderem Wege gefunden. Die

Abschätzungen für An wurden im Koexistenzfall (An = An) schon
von Guggenheimer angegeben. Entsprechend den Verallgemeinerun
gen des~LjapunovschenStabilitätskriteriums für Funktionen p,

die auch negative Werte annehmen, "kann man vermuten, -daß die
obigen Abschätzungen in diesem Fall auch gelten, sofern man

Jp dt durch-SIPldt oder sogar durch j'p+dt ersetzt. - Nach
oben läßt sich nur A1 abschätzen.

H. HEROLD Verallgemeinerung einer Ungleichung von Hardy
Littlewood

Es wird die folgende. Integralungleichung hergeleitet:
Sei I [a,bJ, mE. N un~ V"=tul u € ~m(I);"U(~r(a) u(i)(b)

= 0 , i = O, ••• ,m-1}. D~nn gilt für j~des u E V
, . 2 . ,'. 2

S u(m) (x) dx ~ (2m)! J. u (x) dx ,
. I - , I (x_a)m(b_x)m - ,

wobei das Gleichheitszeichen nur im Fall u(x) ='(x_a)m(b_x)ID.

const. steht.

De~ Fall m = 1 wurde von Hardy-Littlewood, der Fall m = 2 von
Beesack behandelt.
Die Integralungleichung wird zur Gewinnung von Aussagen über
die Nullstellen der Lösungen linearer Differentialglelchungen
herangezogen.
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F. KAPPEL Ein algebraisches Stabilitätskriterium für auto
nome lineare Funktional-Differentialgleichungen

Gegeben sei das System von linearen autonomen Funktional
Differentialgleichungen

o
(1) x(t) = J [d'rJce~ x(t+e) ,

-h
wobei ."C.) eine nxn-Natrix von endlicher Variation auf r -h,OJ
ist. Die charakteristische Matrix von (1) ist

O.

fl (.\) = "E - f
h

e >'Q d?}(Q) • e
Die allgemeine Theorie für Systeme vom .Typ (1) ~de von J.K.
HaIe entwickelt; sie stützt sich ?-uf die. Theorie der Transfor
mationshalbgruppen. Die Wirkung der. durch die Lösungen von (1)

.definierten Transformationshalbgruppe auf den zum EigenwertA
des entsprechenden infinitesimalen Generators gehörigen (end

lich-dimensionalen) Eigenraum beschreibe die Matrix BA. Deren
Jordan-Normalform wird angegeben. Daran anknüpfend wird das
folgende Stabilitätskriterium bewiesen:
Die Ruhelage x(t) :: 0 von· (1) ist genau dann stabil, wenn

1.. sämtliche \'1urzeln von Det ~('A) = 0 nicht--posit:l.ven Real

teil haben;

2. für Wurzeln Ao mit Re Ao = 0 und der Vielfachheit m
entweder

m· < n. und Rang A(A
O

) = n m

oder

n (Im

gilt.

An Stelle der Bedingung 2. hatte man bisher die Forderung

t1 Res ( eAt ß -1 (,\) J ist beschränkt für t --+ Q) 11 •

).. = A o

A.G. KARTSATOS On certain Boundary Value Problems on
Infinite Intervals

Boundary value problems of the form

(1)
{

. Xl + A(t)

T x = r
x = f(t,x)
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are s-tudied where A is an n K n continuous matrix on (0, CX») ,

f is an n-vector continuous on CO, 00) )( Rn, T is a (possibly)

unbounded operator on aspace or continuous and bounded
functions defined on [0,00) and r is a fixed vector in Rn.
Existence methods are based on suitable applications of fixed
point theorems, or of the theorem of Hildebrandt and Graves
concerning the local invertibility of Frechet differentiable
mappings. Dependence cf solutions on A(t) , T is also studied
in the case of a bounded linear T as weIl as extensions toe heavily nonlinear"problems of the form

{

Xi + A(t,x) = f(t,~)
(~)

Tx=f-'lx

u. KIRCHGRABER : Mittelwertmethode mittels Lie-Reihen

FOG-GOF.FxG

1 , jo j1 jr + Fi
r ! L (F x u ) w• •• ) x u

jo+j1+···+ j r=i
(jo=O,1; jsE~)

i = 1, 2, ••• , N .'
Dabei bedeut~t:

aF
FOG=ax G

E"s' bezeichne x(t) die Lösung des Problems i = FO(x-) + e F 1-Cx),

x(Q) = xo' wobei e ein kleiner Parameter sei. Gesucht wird
eine Nähe~ungslösung_xN(t) für x(t).
Das Differehtialgleichungssystem sei in einem beschränkten
Gebiet G ~ Rn "definiert." Es "'bezeichne C~ (G) die "Kla~se der
beliebig oft differenzierbaren Funktionen, die i~ Ci definiert
sind, Werte in Rn haben und beschränkt s~nd.samt-ihren Ablei-

. 0 1 1 N tr.r1 . IP.fN ( )tungen. Es selen F , F , u , ••• , u . , ~. , ••• , ~." r N e 1'l

:'~n C: (G) ,_ .und es möge in G folge.nde~- Gleichungssystem e:r.füllt
sein: i

L
r=Oe.

Weiter sei:
N N

x + L f,s L(6")r
8=1 r=1 rJ

Es bezeichne~(t,z) die Lösung des Problems
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N
~ fi yi(y)

i=O
y(Q) = z

Nun definieren wir die Approximation:

xN(t) = U~1)(~(t,zo)) mit Zo U;1(xo).

Es gilt folgender Approximationssatz:

Es· seien T(~) , ~(e) auf (O;eo ) vorgegebene positive Funktio
.nen.
Es ist GI ein gewisses explizit angebbares Teilgebiet von G.
Es sind Q(L) und Mi(E), i=1,2,3, gewisse'über (O,Eo ) stetige,
positive, explizit angebbare Funktionen. . ~

Über (0,00) Xeo,~o) sei eine stetige" positive, in s monoton
wachsende Funktion Cc.J( s, f,) definiert Iilit der Eigenschaft

. <
11 tpe t ,z1) -cpe t , z2) 11 = cu( It I ,~) 11 z1 ~ z211

für ( t , Z i) .E (-T , T ~ x G I ~

j I < ) -< N+1 '- C"Lx "x.- Cf>(t , Z ) 11 = ~ , t E [0 ,T ,11 z-z 0 " = E.. M3J

C GI •

Schließ~ich sei T·~) < .~(f) so bestimmt, daß

M1 e,N+1 W(T· ,E-)Jf"" (s.4..) ds ~ ~ •

Dann ist

a) x( t) de.finiert auf (0, T *)

und

b) " x(t)-xN(t)"~fc.J(t,E.)Q(E..)[M1 S~S.f,)dS + M;J + M2JE.
N

+
1

. für ·0 <E < e.o •

H. W. KNOBLOCH Linearisierung , Integralmannigfaltigkeiten
Mittelwertmethode

Es wird über einen neuen Zugang ·zur Theorie der Integral
mannigfaltigkeiten berichtet, der. eine einheitliche Begrün
dung der verschiedenartigsten Linearisierungsverfahren
(Stabilität in kr~tischen Fällen, kleine Parameter, Methode
von Krylov und Bogoljubov) ermöglicht. Dieser Zugang beruht
nicht auf' Fixpunktsätzen, sondern verwendet eine Art
rtdirekte Methode", ~ei der die explizite Konstruktion im
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kleinen (d.h. auf kleinen t-Intervallen) vorgenommen und
dann durch eine apriori-Abschätzung der Schrittlänge er
gänzt wird. Diese Konstruktion wird durchgeführt für einen
sogenannten IIStandardtyp" von Differentialgleichungen, der
den jeweiligen individuellen Typen dann durch eine Art loka
le Identifizierung angepaßt wird~. Dieser Standardtyp wird
geschrieben als System von zwei gekoppelten Differential
gleichungen der Form

(:) i = A x + p(t,x,y), Y = B Y + q(t,x,y) ,

wobei A und B konstant~ Matrizen sind (diese Bedingung kann
weitgehend abgeschwächt werden) und A stabil ist. p und q

sind samt ihren partiellen "Ableitungen beschränkt (auf dem .

gesamten (t, x,y)-Raum) t 11 Px 11 t U qy 11 "liegen unterhalb gewis
ser vo~ den Matrizen A,- B allein bestimmter Schranken.

Hauptresultat: Wenn die folgenden beiden Bedingungen erfüllt
sind,

1. Minimum der Realteile" .der Eigenwerte von B·- >
Maximum der Realteile der E~genwerte von A

(schw~che Dichotomie)

2. S(A). Max 11 Pyll • Max " qx'" • ",_«-)-2 < 1

(schwache Koppelung) '".

so existiert eine Integralmannigfaltigkei::t M von (*) mit
folgenden E~genschaften

1. M kann durch eine Gleichung der Form x
stellt werden_

~.(t,y) .darge-

2. (t,x(t),y(t» E. M~ x(t) beschränkt für t ~ -(X)

3. M ist (für t ~ +00) attraktiv und ~sympto~isch stabil.

H. KNOLLE Periodische Lösungen der Aisermanschen Differen
tialgleichung

Zunächst wird ein Kriterium für die Existenz von~periodi

schen Lösungen der Differentialgleichung

(1) x' = f(t,x) :: f(t+CI.l,x), x E Rn
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hergeleitet.

Satz: Die W -periodischen Lösungen der Differentialgleichung

(2) Xl = A f(t,x) - (1~ A) f(t,-x)

seien apriori gleichmäßig für alle .A E [0,1 ] beschränkt.

Dann hat (1) mindestens eineGU-periodische Lösung~

Der Beweis kann mit der Leray-Schauder-Methode geführt werden,
und zwar im wesentlichen auf Grund des Satzes über den Abbil
dungsgrad von ungeraden vollstetigen Vektorfeldern (Satz von
Borsuk) sowie eines Homotopie-Arguments. Ein Vergleich des ~.

Satzes mit einem Existenzsatz von J.Mawhin wird durchgeführt.

Als Anwendungsbeispiel wird die 1IAiserm~nsche Gleichung"

(3) XIII + q(xl1
) + r(x') + sex) -= pet) :: p(t+w

,betrachtet. Die folgenden Bedingungen erweisen sich als hin
reichend rür die Existenz~.periodischerLösungen von (3):

Ci)
(ii)

(iii)

y q(y-) ~ O. für alle y .

x sex) ~ 0 für alle x,
SI(X) ? 0 für alle x

. .

1~lwäc~st mindestens ~inear, undlslwächst stärker
alslq~ wenn das Argument g~gen ±oo strebt.

B. LAIDUX Bifurcation Problems in Ordinary Differential
Equations

Onfr establishes the fundamental theorems cf a bifurcat{on
theory concerning 'equ.ations of· the, form

.- L x =N(t-t, x)

where, x belonging to a B-sp?-ce X and p. E R, the linear ?perator

L: D(L)' C' X~ Z (another B-space) is not necessarily con-

,tinuous and L-1 does not exist, and where' N: R x X~ Z is a
continuous mapping. With a compactness assumption on the

pair (L,N), one uses the coincidence degree theory, intro
duced by J.Mawhin, and extends notions of characteristic
value, regUlar value and multiplicity .to prove extensions of
the method cf M.A.Krasnoselskii who studied equations of the

forin x = fA N x.
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Then we apply these abstract results to examples in ordinary
differential equations emanating from a chemical reaction
chain and from the celestial mechanics.

R • fJIANNSHARDT Kontinu~erliche Näherungslösungen auf der
Grundlage von Einschrittverfahren'

(i)

(ii)

Die Lösung' y(x) eines Anfangswertproblems y I = f{x,y)" ,
y(xo ) = Yo läßt sich bekanntlich an diskreten Stellen xn
(n = 0,1,2, ••• ) durch Werte y. annähern, die durch ein nEin-n .
schrittverfahrenu de·finiert \"lerden:

Yn+1 = Yn + hn·~(Xn'Yn,hn)

(hn = xn+1-~) •

Der erste Rechenschritt werde nun dazu verwendet~ y(x) kon
tinuierlich durch einen analytischen Ausdruck zu approximie
ren:

I'V ,+' •

y(x) .= yo ~ (x-xo)·t(xo'Yo'x-xo)'·,

Wählt man.für ~ den Taylor-Ansatz,.so ergibt sich die übliche
Potenzreihenentwicklung; wählt man ein Runge-Kutta-Verfahren,
so ergibt sich eine Näherung ohrte Ableitungen von f~Bei der

.Anwendung dieser .Näher:ung sind fo~.gend~.Fälle, zu tipt~rschei

den:

x ~ Xo . '(dabei 'kann" f inrxo'Y~). auch singulär sein)

Xc ~ x ~ xe (mit, festem X~" Be.is,piel.:· Randwert- .
.propleme) . .

(~i~) x ~oo \insbeS9~dere bei autonomen Systemen) •
.Hierbei sind _oft, (aus. vers.chied~ne? ~ründen)' inipli,.zite

R~ge-Kutta-Verfahrenbesonders, geeignet.

R. RAUTMANN Die Anfangswertaufgabe einer inhomogenen
substantiellen Differentialgleichung

Eine substantielle Differentialgleichung enthält als charak
teristischen Term die substantielle Ableitung

n
D au + ' vi. _au

Dt u = at {:-1 axJ.
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der gesuchten Vektorfunktion u(t,x) = (u1 , ••• ,um) mit tEJ =
[0, aJ, a'> 0, x = (x1 , ••• ,xn ) E Rn, u E C1(J x Rn). Die Vektor
funktion v(t,x) = (v1 , ••• ,vn ) ist in dem obigen Ausdruck mit
tels einer vorgegebenen Funktionaloperatio~K aus u zu bilden.
Substantielle Differentialgleichungen spielen' in der Strö
mungslehre eine zentrale Rolle. Für die Anfangswertaufgabe

(.) &u = g-1ivet,x+ eu(t,x)) - vet,x)J ' t > 0;

u uo ' t = 0

v Ku

mit konstantem g> 0 wird mit Hilfsmitteln aus der Theorie der
gewöhnlichen Differentialgleichungen ein globaler Existenzsatz
bewiesen. Es sei Ce: die Klasse der auf J x Rn j-mal stetig dif-

J . ' '
ferenzierbaren Vektorfunktionen mit kompaktem Träger, Co -1 die
Klasse der auf J x Rn mit ihren 'räumlichen ersten partielien

Ableitungen stetigen ~d beschränkten Vektorfunktionen,
't~r uet,.)' das Lebesguesche Maß des Trägers von u(t, •.) im Rn,
,. 'o·die übliche Supremum-Norm. Vorausgesetzt wird

(i) Uo E c~ , Uo = uo(X)

(1-],-) K CC ~ C: 0 ----r- 0;1

,(iii) I K u(t, •.) '0 +' V Ku(t, .) Jo ~ Co ' tr u(t,.)1 lu(t ,.• )1 0 '

'co positiv, VK u = 0 für. al·le u E C~

(iv) K stetig bezüglic.h , • '0 .
Ist, K g~eichmäßig Lipschitz-stetig bezüglich I • '0 auf be
schränkten Teilmengen von CC, deren Elemente außerhalb einer e
~est.en ~ug.el im Rn ident.is,c~ verschwinden, so ergibt, eine An- . ,

wendung des Kontraktionssatzes einen'konstruktiven Existenz-
und Eindeutigkeitssatz im Großen. Die Gleichung e-) stellt

eine Näherung dar für die Helmholtzsche Wirbelgleichung

(mod. 6). Für weitere Anvlendungen vgl. R.Rautmann: Lösung
eine.r' Anf'angswertaufgabe für substantielle Differentialglei

chungen eln: R.Ansorge - \v.Törnig, Springer Lecture Notes in

Mathematics, 1974).

L. REICH Neuere Ergebnisse über Singularitäten verallgemei

nerter Briot-Bouquetscher Differentialgleichungen
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Vom Verf. wurden,zusammen mit P.Bungartz,notwendige und hin
reichende Bedingungen dafür angegeben, daß eine analytische
D Off tO 1 lOh P( I (n-1) (n)) 0 b 01. eren 1.a g elC ung z , w, w , ••• , w , z w = ,wo el

p ~ine konvergente Potenzreihe in to' ~1' ••• , tn+1 ohne Abso
lutglied ist, eine holomorph in die Singularität z = 0 der
Differentialgleichung einmündende Lösung w = c zn + ••• (n~1). n
besitzt. Es wUrde, in einem geeigneten Raum dieser verallge-.
meinerten Briot-Bouquetschen Differentialgleichungen, die Häu
figkeit (in einem präzisierbaren Sinne) solcher mit-Integralen
W = cn zn + ••• angegeben (1967/69). Hier soll n~ über Ve~

allgemeinerungen in folgende Richtungen referiert werden:

1. Parameterabhängige Differentialgleichungen im Kleinen.
2. Sätze vom Typ des Satzes von Poincare über holomorphe
Fortsetzbarkeit d~r in.z = 0 holomorph einmündenden Lösungen
für kleine Beträge des Parameters
3. Algebraisch verzweigt einmündende Integrale
4. Singularitäten verallgemeinerter Briot-Bouquetscher Dif
ferentialgleichungen in der nicht-archimedischen Analysis.

R. REISSIG Eini~e Ergänzungen zum Schwingungsproblem bei der
verallgemeinerten. Lienardschen Gleichung

Für die Differentialgleichung

x" + fex) Xl + g(x) e(t) == e(t+T)

haben Lazer (f(x) = c) und Mawhin (f(x). beliebig) die folgen
den hinreichenden B~dingungen f~ die Existenz T-p~r.iodi:$cher

-Lösungen-hergeleitet: .-

x g (x) ~- 0 (~O) für' x , ? X

~~ O-:(fxl ~.m)
T .J'0 e ( t) d t = -0 .'.

Ihr Resultat läßt sich auch auf die Fälle
x g(x) ~ 0 fürlx'~X Jö e(t) dt 0

oder
lim ~ k E (0,w2 ) ,Ge)= 2ft

I X'.-+CD
x T

ausdehnen.
Für die nichtlineare Charakteristik g(x) kann man sogar den
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'1"/

Winkelraum zwischen den Resonanzgeraden O-ter und erster Ord
nung zulassen:

O < 110 m l."nf~ ~ 1" ß..C& 2
, XI --;)0 CD x - t ~7~u~ x <W

Zum Beweis der Existenz wenigstens einer T-periodischen Lösung
bildet man eine parameterabbängige Hilfsdifferentialgleichung,
d~ren periodische Lösungen mittels einer Hammersteinscben In

tegra'lgleichung x(t) = JA U ~Ct) , 0 ~ J-A ~ 1 (p = 1,: ursprüng
licher Fa~l) darstellbar sind. Nach Leray-Schauder genügt eine
apriori-Abschätzung dieser Lösungen, die in~ gleichmäßig ~.
giltr. Um eine solche zu erhal~en, stellt man zwei Hilfssätze
über oszillatorische Lösungen auf:
(.i) Sei x(t) ,eine Lösung über (O,To )" To ~ ~ , x(6) = x(To )

= O. Dann gilt: , x(t) , ~ K ; , Xl (t) 1'$ K1 mit Systemkon-
o ,

stanten, Ko ' . K1 • ,

(ii,) Sei x(t) eine Lösung über [O,To ]' 0 < G ~ ~~ ~ T, mit
x (t) ? 0 (~ 0).

Sei ferner
(a) x(Q) = x(To) , x'CO) = x'(To)
ode:r;
'(b) x(Q)' = x(To) 0,' Xl (0 }-x I (Tc)' -; 6 •
Dann gilt' x(t)' ~ Lo(9,o'), I x~. (t) I. ~ L1 (9,6).

Durch Kombination beider Hilfssätze und Unterscheidung verschie
dener Schwingungsformen folgt sofort die, gewünschte Beschränkt
?e-itsaussage •

N. ROUCHE Regularity of solutions imdinvariance properties _

of their limit set&

One.. proves, .far differential equations' in the sense cf
Caratheodory, a theorem on the regularity of the solutions
with respect to vqriations of the initial conditions. a~d,

using a suitable.topology, to variations of the second
member. Further, one proves two theorems on semi- and quasi
invariance of the limit sets of solution~, according as the
translates of the second member either converge to some

functi~n, or constitute a relatively compact family.
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Differentialspiele mit allgemeiner Summe und mit

N Spielern

Gegeben sei ein Differentialspiel durch eine Differentialglei
chung des Typs

i = f(t,x,u1 ,u2) ,
m·

wo x(t) € Rn, ui(t) €R ~, sowie durch vorgegebene Endbedingung

und Auszahlungen
T

J i g (T , x (T)) + J h i (t , x ( t ) , u1 (t ) , u2 ( t ) ) d t •
t o ' '

Es seien J~(to'xo) die r.lax~min-Auszahlu~gen.,'di~ jede,r' Spieler
sicherstellen kann, als Funktionen des .Ausgangspunktes; diese
J~ sind als Lösungen von Nuil-Summ'en-Spielen zu erm{tteln.

1 c

Dann ist die Verhandlungs lösung bei vorsichtigem Spiel durch
die Vorschrift gegeben, daß im Intervail [ t, t+dt J die zwei

Spieler das ~odukt

(J1 (t~dt, x+dx)-J1 (t ,x)+h1 (t ,x,~ ,u2 )) •

• (J2(t+dt,x+dx)~J2(t,x)+h2(t,x,u1,u2))

maximieren wollen'., Veral?reden sich dagegen die Spieler auf das

Maximum des ent~pr~Chenden Produkts der endgültigen Auszahlun
gen, so können sie zwar vielleicht bessere Auszahlungen erzie
len, gehen jedoch das Risiko e~n~'daß bei zeitweiliger Vermin
derung' von J~(t,x) -im Verlauf -des Spieles der a.ndere~Spieler

. 1· , .

von der V~rabredung'abfa~len könnte, 'Um seinen ~oinentanen Vor-

teil auszunutzen - ium Schaden' desers·t~e~•.~ -,; Pr~ble~~ b;eJ:. Ver-
allgemeinerung auf N Spieler werden erörtert~ .

Optimale:.räumliche. Drehungen um eine körI?~~feste

.Achse.

Die Drebbevleg?nge,n -ei~es' starren Körpers um sein Massenzentrum
werden durch die Euler-Gleichungen beschrieben. Fordert man~daß

die ~ichtung der Wiru{elbeschleunigung während einer endlichen
Drehung körperfest bleibt, so erhält man das System

•• ·2 . '
x +«i x = u i ; 1.= 1,2,3.

Betrachtet werden das zeitoptimale und das verbrauchsoptimale

Problem git den Randbedingungen x(O) = - x , x(O) = 0; x(T) =o
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x(T) = 0 und den Beschränkungen
daß die optimale Bewegung stets
lässigen Gebietes I Je + oe. x2 r ~
...2 l.
x = -~i x erfolgt, wobel uopt
± ui,max'. i = 1,2,3 durchläuf"t.•

< E' d .IUi ' = ui,max. lS Wlr gezelgt,
entweder auf dem Rand des zu~

u· oder auf den Parabelnl,max
im allgemeinen alle Werte

K. SCHMITT Periodic Solutions of Nonlinear Functional
. Differential Equations

Using Leray-?chauder degree theoretic methods we establish
existence ·results for T-periodic solutions of nonlinear
functional differential equatio~s. Specifically we verify
the following result:

Theorem.
a) g a non-empty bound~d open set in Rn, G = C(CO~T],Q)

. h . - n·
b) . f: R)( C«(-h,O],R ) ~ R continuous and maps bounded

sets to bounded'sets, f(t+T,.) ~ fet,.)
c) the vector'field F: u'~ -JÖ'f(t,u) dt , u E 8 15

zero free on as, the Brouwer degree d(F,Q,O) +. 0
Then for all e > 0 sufficiently small the system
(A) . X I = f, f (t , UX

t
)

has a T-periodic solution (h.ere UXt is a hereditary operator).
If in addition all T-pe'riodic solutions 'of CA) for' 0' < e;," ~ l'

do not belang to aG~ 'then (A) has a" T:-periodic' solution for

all E. , 0 ~ f, ~ 1. .

This result is applied to the quasiline'ar equation'
(B) x~ = F{U~) + f(t) ._.

where t-he forcing term' fis' T--periodic' and F:. eh ~ Rn i5

a bounded linear operator satisfying the condition that

.".,C O)-1')(-h) .= A be' non-singular, where .".(s) , -h ~ s ~ 0 is
the n"n- matrix of bounded variation such· t?at F(u) = J _~d'7(S)U.

Settingl/FII =J_~ld~(S)' one obtains that CB) has a T-periodic

solution for arbitrary continuous forcing terms f, as long as
1 - 12-1/ 2 TIIF 11 > o.
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Zur Eindeutigkeit periodischer Lösungen der
Lienard-Gleichung

Das Lienardsche Differentialgleichungssystem

i = y - F(x) , Y = - x

besitzt unter den Voraussetzungen
a) F(x) E Lip (R)

b
O

) F~O~ = 0
c ) F: <k E. (0,2) für 0 < f x r ~ 0
d) F(x) < F(-x) für 0 <x < 0
e) F(x) ~ F(-x) für 0 ~ x ~ a (0 < a)
f) F(x) > F(-x) für x > a
g) F(x) monoton nicht-fallend für I x J ~ a
genau eine periodische ~ösung (von Verschiebungen in t abge
sehen).
Dieser Satz umfaßt die Mehrzahl der Eindeutigkeitssätze in:
Reissig-Sansone~Conti,Qualitative Theorie nichtlinearer
Differentialgleichungen (Sans'one, Massera, Barbalat).
Bei übertragung auf die verallgemeinerte Lienardsch~ Dif~e

rentialgleichung bzw. das äquivalente System

x= y - F(x) , Y ~ - .g(x)

ergibt sich ein Satz, der die Eindeutigkeitsaussagen von
Lefschetz, Levinson-Smith, Brown als Spezialfälle enthält.

P. VOLKMANN Über die positive Invarianz einer abgeschlos
senen Teilmenge eines Banachschen Raumes bezüg
lich der Differentialgleichung u' = f(t,u)

In Anknüpfung an ein Ergebnis von R.M.Redheffer und W.Walter
(erscheint in: Applicable Analysis) wird der folgende Satz
be\"liesen.

Satz. Es sei M eine abgeschlossene Teilmenge des Banachsehen
Raumes E. Die Funktion f: (O,T) X G~ E (G offen in E)
genüge für 0 < t < T der Bedingung

lim ~ dist (M, x+ h f(t,x)) = 0 (x E G " Rand M)
h"",O
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sowie der Abschätzung

" f ( t , x) - f ( t , y) f' ~ w( t , " x-y ,,)

(x E G A Rand M , Y E G - f.1),

w wi.e unten.
Dann folgt fü~ jede stetige Funktion u: (O,T) --. Gaus

u(O) E M und u~(t) = f(t,u(t)), 0 < t < T die Bezie~ung .
u ( t) E M für 0 < t < T.

Dabei bezeichnet u~ die rechtsseitige Ableitung vo~ u, und

w: .(O,T) x (0, +(0) ~ (0, +(0) ist eine Funktion mit

limw(t,s+h) ~ w(t,s) (0 < t < T, 0 < s < +(0),
h~O

so daß für jede stetige Funktion"]:(0,T1 ) ~[O,.+oo), T1 ~ T

aus 'Y)(O) = 0 und

Dr~(t) ~w(t;Y](t)), falls.?7(t) > 0 (0 <t< T1 )

die Beziehung??(t) 5 0 auf [O,T1 ) folgt (Dr = "rechtsseitige,

obere Dinische Ableitung). Erschein~ in: J.Reine Angew.Math.

R.Reißig (Bochum)

-,
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