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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWOLFACH

Tag u n g s b e r ich t 411975

Mengenlehre und Modelltheorie

19. '. bis 25. 1. 1915

Die diesjährige Frühjahrstagung fand unter der Leitung

von Dr. K.-P. Podewski (Hannover), Dr. ". Richter (Tübi~gen)

und Prof. Dr. E.-J. Thiele (Berlin) zu.dem Thema

" Ultrafilter 11 statt.

Untersucht wurden spezielle Eigenschaften der

Rudin-Kei81~r- bzv. Rudin-Frolik-Ordnung von Ultrafiltern.

Da sich die Rudin-Keisler-Ordnung auch modelltheoretisch

charakterisieren läßt, können entsprechende Sätze über

Nichtstandardmodelle von ~ formuliert werden.

In Einzelreferaten wurden anschließend neuere

Ergebnisse über verallgemeinerte stationäre Mengen, über

die Regularität und Zerlegbarkeit von Ultrafiltern sowie

über Ramsey-Sätze für (6)]~vorgetragen.

Teilne hIIer

A. Blass, Ann Arbor

M. Daguenet, Paris

K. Devlin, Bonn

w. Eck, Berlin

u. Felgner, Heidelberg

R. Fittier, Berlin

T.B. Flannagan, Heidelberg

u. Friedrichsdorf, Kiel
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K. Gloede, Heidelberg

A. Hajnal, Budapest

M. Holz, Hannover

R.B. Jeneen, Bonn

B.J. Koppelberg, Bonn

S. Koppelberg, Bonn

R. Lehmann, Berlin

A. M't' , Budapest

A.R.D. Mathias, Cambridge

Vortragsauszüge

H. Oellrich, Hannover

K. Potthoff, Kiel

H. Röschlau, Kiel

w. 'Schönfeld, Stuttgart

w. Schwabhäuser, Stuttgart

H.K. Seeland, Stuttgart

K. Steffene, Hannover

H. Voiger, Tübingen

M. Ziegler, Berlin

K.-P. PODEWSKI: Ordnungen von Ultrafiltern

Sei BA die Stone-Cech-Kompaktifikation von A. Zwei Ultra-

filter D
1

, D
2

E BA heiBen äquivalent, wenn es einen Homöo­

morphi emus \I von BA auf BA gibt mi t V (D1 ) = D2 "

Ist Y\,: A~' BA , dann sei ~ die stetige l~ortsetzung von f'l,

auf BA. Ist, ferner R eine Menge vön Abbildungen von A auf

BA, dann setze man D1 ~ D2 ' falls es ein 'lERgibt mit

ii (DI ) - D1 • Ist R insbesondere eine der Mengen

HK • t 'L:A~ BA I rt [A] i8 t Mg von Hauptul trafil te rnJ oder

HF - {'\.: lN --t sm I 'l 1st Einbettung} , dann induziert ~

eine Ordnung auf der Menge der Ult!afilter~

M. ZIEGLER: Minimale Ultrafilter und p-Punkte

Es wurde gezeigt (A. Blass): Minimale Ultrafilter (bzgl. HK)

sind die Ramsey-Ultrafilter. Aus Martin's Axiom folgt die
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W
Existenz von 2W - vielen minimalen Ultrafiltern.

Der.: U Ul trafil ter auf w hei Be p-Punkt, wenn für alle

f e WW ein v e U existiert mit (ftv konstant oder endlich).

Über jedem p-Punkt liegt ein weiter~r p-Punkt. Über jeder

abzählbaren, aufsteigenden Kette von p-Punkten liegt ein

p-Punkt.

EI-J. THIELE Die RK-Ordnung von p-Punkten

Weitere Eigenschaften der Rudin-Keisler-Ordnung von

p-Punkten: (IR ,~J ist ähnlich einbettbar in diese Ordnung;

es gibt p-Punkte, die bezüglich der RK-Ordnung unver~leich-

bare Vorgänger haben (Resultate von Blass).

M~ HOLZ Ultrafilter und unabhängige Mengen

Sei I eine unendliche Menge, ~ die Kardinalzahl von I.

Mit Hilfe von unabhängigen Systemen von Mengen bzv. Funk­

tionen der Kardinalität 2~ wurden konstruiert:

(a) zwei bzgl. der Rudin-Keisler-Ordnung unvergleichbare

uniforme Ultrafilter auf I,

(b) ein abz&hlbar unvollständiger, ~~- guter Ultrafilter,

(c) ein Ultrafilter D, der die Ultrapotenzen r-TnOt und

nD~' zweier elementar äquivalenter Strukturen ~ und

it isomorph macht.

Die Beweise vermeiden GeH; (a) und (b) stammen von Kunen

(Ultrafilters and independent sets, AMS Trans. 172 (1972»),

(c) von Shelah (Every two elementary equivalent models have

isomorphie ultrapowers, Israel Journ.of Math. 10 (197~}).
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R. LEHMANN: Die Rudin-Frolik-Ordnung von BUJ~

Es sei f: W~8W Funktion und r:aW~BW die Stone-Fort-

setzung. Dann sei für Klassen R von Ultrafiltern definiert:

R. ~F So :gdw es gibt f:UJ~SW diskret, sodaß r(p) - q •

Es wurde gezefgt

1. Für jedes R. e a~/~ ist der Abschnitt [R.] linear se-
ordnet,

2. Wenn R. ~p 11 80 ~ ~ a. •
Für p,q e aw sei definiert: p.q :- {acw)(lA)I{mI{nI(n,IIl)e&ley1eq}

Für ~,Jl sei definiert: l! • .!l : - ~

Durch diese Definition wird 8w/~ zu einer Halbgruppe. Fü.r
n

Fall) 8~ se1 F[nr :- n F(k) und TI(F ,p) :- r{p) , wobei
k-or diskret 80 gewählt, daS f{n) - F[n] gilt. Es wurde für

einen beliebigen freien Ultrafilter p gezeigt:

<!::r<n,En)jP , <) ist monoton einbettbar in [TI(F.»)] •

Soa1t enthäl t" die BF-Ordnung eine 'l,1-Menge und m.

w. ECK I Ultrafilter und Bichtstandardmodelle

Die Rudin-Keisler-Ordnung auf SW läßt sich modell theoretisch ~

charakterisierenl Sei L Spraohe erster Stafe, die Symbole für

alle Funktionen und Relationen auf W enthäl t. -rt, sei die

Standardinterpretation von L. Dann gilt rür D, E E a~ ,.

F E" Sw,W I D~ E gdv Ol.,tJ/ D ~ ll,W/ E , D ~ E gdW·"6L(,J/n~mW/E.

F iet p-Punkt gdv alle Niobtstandard-Sübstrukturen von ~W/F'

sind konfinal in 1LW/F.
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b:ijF ist minimaler Ultrafilter gdv 1V F hat keine echte

Nichtstandard-Substruktur.

Damit lassen sich Sätze über Ultrafilter als Aussagen ,über

~ichtstandar~odelleder Arithmetik interpretieren und um-

gekehrt.

Satz 1: Sei el=1L, 01.:t~ , O1i c t1 einelementi't erzeugte

Sl1b~truktur von e(" ,~ t lL (i E w). Dann gi1 t :

a) Ist t~11 absteigend, so enthält n ~. ein Nicht-
EU) ieW 1

etandardelement (Cherlin-Hlrschfeld).

b) Sind alle. ()t,i mi t l1Lo konfinal, so enthäl t . n OL i ein
1ew

Nichtstandardelement (Blass).

Aus diesem Satz über Nichtstandardmodelle erhält man den

folgenden Satz über Ultrafilter:

Satz 21

a) In 8(.u'~ ist jede HK-absteigende Folge iE~ ieW nach unten

beschränkt,

b) In der RK-Ordnung von p-Punkten ist jede nach oben be~.·

schränkte Folge -\.E~ ieW nach unten beschränkt (Blass).

M. RICHTER: Enderweiterungen und minimale Erweiterungen

Die ~7pen über lN stehen in Korespondenz zu den Ultrafiltern

in der Booleschen Algebra der definierbaren Mengen. Folglich

lassen sich analog zur Ultrafiltertheorie Begriffe wie

"p-Typ" und "Rameey-Typ" erklaren. Falle A<'B Nichtstandard­

modelle der Zahlentheorie, so heiSt T Endtyp (reep. minimaler

Typ), falls für jedes beB, welches T realisiert und gröSer

als alle Elemente von A ist, gilt: A[b] ist Enderweiterung von

A (reep. minimale Erweiterung). Es gilt: Falls T Endtyp-(resp.
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minimaler Typ), so ist T p-Typ (reep. Ramsey-Typ). Falls

die zugrundeliegende Sprache die volle Sprache von N ist,

gilt auch die Umkehrung. Falle Labzählbar ist, gilt die

Umkehrung unter der Zusatzvoraueeetzung "uniform P" (reep.

"uniform Ramsey").

A. BLASS Amalgamation cf Non-Standard Models of Arithmetio

We cODsider models 1tl1", containing two given models et,~ of

arithmetie &s elementar)" submodels. We assume a 1s genera'ted

by Otu 11, and ask what the possible models 1JL are. In the

special ease that OLand -& are each genera:ted by ~ single

element, this 1e equivalent tQ asking for all ultrafilters

on W)( w thatextend DltE, whe re D and E are u1 trafi I tera on (,J.

The intersection of 01 and Ir in 1J6t. ean be described

by g1ving elementary submodels oe ~ et. ,~\ J.. f:r snd an ieomor­

ph1sm 9: cf,':is'.
Theorem 1. Eve~y ieomorphism e between elementary submodels

~tt,' of cn,~ ooeurs ae the interseetion-description in Bome1qL.

(If the 1ntersection-description were only required to be

~ «(J1', ir',e ), then thie would be the well-known amalgamstion

property. )

Corollary. If there are n non-isomorphie ultrafilters below D

in the RK-order, then DxD i8 included in at least n dietinct

ultrafilters.

Maryvonne Daguenet proved this corollary earlier, w1th 2n-1

rather than n in the" ,?onelueion. This improvement can be ob-

tained by considering the order of the generators of two

copies or D-pro,*, W •
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Theorem 2. Ir er i8 confinal in 6L and i:s' i8 an ini tial se.gment

of I::r , then the model -m. generated byOLandb vi th intersection­

-description (O'tJ,ld,9) is unique (up to isomorphism).

Theorem 3. Any tvo models OLand'~' can be embedded in a third

with prescribed intersection-description (~,b',(i) and

preacribed ordering of the akies of tJLand *r that lie beyond

otand~ reep. (Öf course the ordering must be compatible with

the orderings of 'skies vi thin (JL,and -& .) .
Corollary (Daguenet). Ir D ~ D 4. D ~ is an infiniteo 1.· 2

chain of maps (fi(Di ) a D
i

+ 1 ) such that no f
1

i8 finite-to-one

mod D. , then ror every non-principal E, D xE ie included in
1, 0

infinitely many ultrafilters.

There 1e an example ehowing th~t theorem 3 cannot be extended

to include ekies bounded by elements of Fr~or f.:1' •

K. STEFFENS Ramser - Sätze über rW1 W

Ist [x]K - {YeXt Iyl-kl·, [X]<k m t~exl (yl<K) , so heiSt eine

Menge R c [~]~ Ramsey, falls eine Menge M E [w]W existiert

mit [M]W c R oder [M]W c [w]~ - R • Für A,B e ~ sei A <.B gdv

f. alle a e A,b e B (a < b)~ Ist X e [W]Wund M e [w]~, so sei

(X,M)W. {Ne[W](JIXcNcXUM& X<N-XJ. Es ist

1Jl,(M) • {(x,N)CaJIXe [lAJ]<~ Ne [w]~ Me (X,N~ eine Umgebungs­

tu
basis .einer Topologie, die wir Partitionstopologie auf [~]

nennen wollen.

~ Jede in der Partitionstopologie offene Menge ist Ramsey.

Ist';'c [W]W t so heiSt 'I' (n.m) - trennbar (n,m e W), falls es
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zu. jeder Abbildung r r [(U]n~ meine Kellge Y ergibt mi t

fr [y]D konstant. Eine Menge J' c [W]W heißt vollständig

trennbar, falls 1.) No~ 1;'1 , 2. )VF,G ed='(F+ G~No < IFn GI),

~. ) ';( Xc: W(.3~E [J:") <W Xc: u~ oder3 Fe:tFc: X) •

~ (Millike~).

Ist ~ vollständig trennbar, so ist ~(n,m)-trennbar rür jedes

D,1l E lA) •

A. HAJBAL: Generalized stationary sets

Let R". [A]<k" t W<Ici~ , k regular.

Theore. 1. A88uae A c R is stationary in H, "strongly

inaocessible. Then A is the union of K disjoint stationary

sets.

Theorem 2. AS8ume there 1s a normal ideal in R which i8

A-saturated,}.. regular. Then)...6. A'K~

K. DEVLIN. o::tF'

Ein kurzer Überblick über o~ wurde gegeben.

B.J. KOPPELBERG I RelBlarität und Zerlegbarkeit von Ultrafiltern ~

Es wurden verschiedene, neue Resultate über die Regularität'

und Zerlegbarkeit von Ultrafiltern von Jensen, Ketonen und

Koppelberg gezeigt, u.a.1

1 .) Sei Kreguläre Kardinalzahl und D un~f'ormer Ul trafil ter auf K •

Wenn 0'* nicht existiert, 80 gibt es ein 6 <K, sodaS D (& ,\()-reg.
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2.) Sei Kreguläre Kardinalzahl und D uniformer Ultrafilter

auf K • Wenn cf*F nicht existiert ~ und jede Limeskardinalzabl <I(

starke Limeskardi~alzahl ist, so ist D 6 -regulär für jedes

M. ·DAGUENET Exemple da filtre analYtigue non bor~lien

da base bor'lien

Soit E un ensemble infini. Une partie M de P(E) est une

familIe multiplicativement libre si pour taut n,m, et taute

suite d'ensembles deux ~ deux disjoints X1,X2, ••• ,Xn 'Y1' ••• 'Ym

e Mt X1 n ••• n In n (E - ~1) n ••• n (E - Ym) t ~ ·
La familIe multiplioativement libre de cardinalit' 2

W, donn'e

par ~aU8dorrf est l'image de l'application ,:P(N)~P(E) o~

E • P'U(N) x 'PvJ(pW(N», pUJ(N)' d'signant 1 'ensemble des parties

finies de N, et OU ,ex) - t(s,a) f8e~(N),O'et"(pw(N»,8nxE0'1.
Solt A une partie analytique non b~r~lie~ de P(N)~

Soit F le filtre engendr'. par ~(Ä).

Th'or~me Fest analytique non bor'lien et Faune base

bor'lienne.

A.R.D. MATBIAS Zufriedene Familien

Der.: A c p(~) heiSe zufrieden gdv p(~) - A ein echtes Ideal,
iat, das jede endliche Teilmenge vonW enthält, und für jede

absteigende Folge X
i
+ 1 c Xi (ie lAJ) von Elementen aus A gibt es

ein Y e A ~ sodaS Y - Xi endiich i8~ für alle i E W.
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Beispiel Ein Ultrafilter aufW ist ein p-Punkt gdw er

zufrieden ist.

Der folgende Satz wurde bewiesen:

~ Gilt CH, so gibt 8S einen p-Punkt,uater dem kein

Ram8ey-Ultrari~ter liegt (bzgl. der Rudin-Keisler-Ordnung).

Dieser Ultrafilter wurde als Durchschnitt einer

absteigenden Kette yon zurrl~denen Familien gebildet •. :

Hayo Oellrich, Hannover

...
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