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Vortrags aus züge

G. TAKEUTI: Boolean valued analysis

Thls i8 an application ef Scott and Solevay's Boolean valued
models ef set theory. The complete ~oolean algebras we take

are complete Boolean algebras of projections in Hilbert spaces.
We give interpretation cf several concepts in analysis. The
following appllcatiorsto differential equations are given. By-

. considering some differential operators as normal operators
and therefore complex numbers in a Boolean valued model, an
existential theorem of partial differenti~l equations is ob­
tained from the theory of ordinary differential equations.

K.-P. PODEWSKI: tlber,der Mengerschen Satz

Sei G ein Graph. Eine Menge L von paarweise disjUnkten Wegen

(ai)i<k~W heisst Verbindung. Anf(L) bezeichne die Menge der
Anfangsecken von L und End(L) die Menge der Endecken.
Satz (Steffens,Podewski)

Für jede abzählbare Eckenmenge A gibt es genau dann eine
Verbindung L mit Anf(L) =A und End(L) = rj., wenn es zu jeder
Verbindung K mit Anf(K) =A und zu jedem e eEnd(K) eine Ver-,
bindung N gibt mit Anf(-N) = A und End(N) (;End(K),,(e J •

Hieraus folgt eine Verallgemeinerung des Mengerschen Satzes
fUr unendliche Graphen.
Korollar (Steffens,Podewski)

Seien A,B abzählbare Eckenmengen. Dann gibt es eine A und B

'trennende Eckenmenge S und eine Verbindung L mit Anf(L)~A

und End(L) «;B , so dass gilt:

1. Jeder Punkt aus S liegt auf einem Weg aus L' .

2. Auf jedem Weg aus L liegt genau ein Punkt aus S .

H. G. CARSTENS :'. Existentiell abgeschlossene planare Graphen

1. Planare Graphen
Die endlichen und nach Dirce und Schuster auch die abzählbaren
Graphen sind durch die Kuratowskischen Bedingungen charakte­
risiert. Wie Wagner gezeigt hat, gilt dies nicht mehr fUr Gra­
phen mit kontinuum-vielen Ecken. Seine Charakterislerung zeigt,
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dass die Theorie der pl~aren Graphe~ nicht erststufig ist.
Wir beschränken uns auf die erste Stufe und verst~hen unter
einem planaren Graphen eine St~tur (E,K),wobei Keine zwel­
stellige reflexive, symmetrische Relation Uber E 1st, und in
der die Kuratowsklschen Bedingungen gelten. Dementsprechend
ist die zugehörige Theorie axiomatisiert durch die Eigenschaf­
ten von K und dle Kuratowskischen Bedingungen. Zusammen mit
Podewski sind folgende Resultate erzielt worden:
(1) Die Theorie der planaren Graphen ist nicht endlich axip­

matisierbar.
(2) Die Theorie der planaren Graphen hat keinen Modellbeg~ei­

ter.

2. Sternabgeschlossene planare Graphen
Ein planarer GraPhGheisse sternabgeschlossen g.d.w. a) G hat
mindestens eine Kante b) G hat keinen planaren Obergraphen,
der folgen~'Tel1graphen enthält· ~c mi t a, b, C E IqI

. a~b und x~ GI
~1n solcher Teilgraph heisse ein einfacher Stern und a1l~

hom6omorphen Graphen Sterne. Die Ecken-- vom Grade 1 in einem
Stern heissen Basisecken. Zwei Ecken haben zwei disjunkte
Sterne~ falls sie Basisecken von zwei disjunkten Sternen -sind.
Nun gilt:
(3) Jeder sternabgeschlossene planare Graph ist zweifach zu­

sammenhängend.
(4) Jeder sternabgeschlossene planare Graph kann in dreifach­

zusammenhängende Te1lgraphen zerlegt werden, die wieder :
sternabgeschlossen sind.

(5) G planarer sternabgeschlossener Graph oder G 2-fach-zusam­
menhängender planarer Graph und je drei paa~e1se ver­
schiedene Ecken haben genau zwei d1sjunkte Sterne.

Verschiedene Varianten dieser Charakterislerung werden ange­
geben.
(6) ~Dle nas.se der sternabgeschlossenen planaren Graphen hat

die Ama1&am1erungseigenschaft.
(7) Die Klasse der sternabgeschlossenen planaren Graphen ist

die der pregener~ planaren Graphen.

3. A1g~bralsch und existentiell abgeschlossene planare Graphen
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(8) Jeder algebraisch abgeschlossene planare Graph ist
existentiell abgeschlossen.

(9) Ein planarer Graph G ist genau dann existentiell abge­
schlossen, falls a) G sternabgeschlossen 1st und~) ~wei'

Ecken, die durch eine Kante verbUnden· sind oder in einem
planaren Obergraphen (ohne neue Ecken) verbunden sind,
sind Ecken i~ einem isomorphen Bild eines jeden endlichen
planaren Graphen.

(10)Einen existentiell abgeschlossenen planaren Graphen kann _4It
man wie folgt konstruieren:
Sei 'Do' D1, ••• eine Folge aller endlichen Drelecksgraphen.
Go := Da • Gn+1 entstehe aUB Gn indem in jede Fläche von Gn
der Graph Dn+111eingesetztll wird. G = ~Gn ist ein existen­
tiell abgeschlossener planarer Graph.

u. FELGNER: ~-kategorische nicht-abelsch.e Gruppen

Aus dem Satz von Engeler-RylINardzewski-Svenonius folgt, dass
jede Gruppe G mit~o-kategorischer Theorie Th(G) lokal-endlich
ist, aber nicht, dass sie auch lokal-normal ist·(Def.: G 1st
lokal-normal ~ jede endliche Teilmenge Tc G ist in einem
endlichen No~lteiler von G enthalten). Um Struktur-Aussagen­
~ber Gruppen ~t Ra-kategorischer Theorie zu gew~innen, wollen
wir daher fordern, dass die betrachtete Gruppe eine FC-Gruppe­
ist. ~- (R.Baer): G ist FC-Gruppe ~ jedes Element g EG
besitzt nur endlich viele Konjugierte. Fe-Gruppen mit ~o-ka-

tegorischer Theorie sind lokal-normale, periodische Gruppen. ~

Es wurde gezeigt, dass der Sockel einer Fe-GrUppe G mit ~o- ~

kategorischer·Theorie fast-abelsch 1st. Daraus folgt dann:
HAUPTSATZ: Sei G eine Fe-Gruppe m1t ~o-kategOriBCher Theorie.
Dann existiert eine endliche Normalreihe {1) = H1 c H2 C ••• C

C ~ = G (alle Hi s1nd definlerbare Normalte1ler) derart, dass
Hj +1 JHj = Aj~Fj (alle 1~j<n) wobei Aj abelsch, Fj endlich.
Falls G Uberdies lokal-nilpotent 1st, dann 1st G sogar nllpo­
tent, falls G Uberdies lokal-auflösbar ist, dann 1st G auflös­
bar~ Fltr p-Gruppen G mit CIG(g) = 1 oder CIG(g) = P wurden
Erzeugende und definierende Relationen gerunden.
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v. WEISPFENNING: Modellvollständlskeit und Primmodellerwelte-
rungen fUr subdirekte Produkte von Strukturen

Jeder gegebenen Sprache L wird.eine zweisortige Sprache L* be­
stehend aus L, der Sprache B der Booleschen Algebren, und F\mk-
tiQnszeichen fUr "Wahrheltsfunktionen" von atomaren L-Formeln
zugeordnet.· In L* können subdirekte Produkte von L-Strukturen

durch ein Axlomensystem Po charakterisiert werden. Jeder Theorie
K in L werden Theorien K*UPo ' K*UP, K*UP' zugeordnet, deren
Modelle grosse lQ.assen von subdirekten Produkten von Modellen

. von ~ bilden. Es wird gezeigt, dass verschiedene modelltheore­

tische Eigenscharten wie die Einbettungseigenschaft, die Amal­
gamierungseigenschaft, Modellkonslstenz, ModellvollBtän~igkeit,

Quantoreneli~nationsich von Kauf K*UPo ' K*UP.bzw. K*UP' Uber­
tragen. Als Anwendungen ergeben sich. u.&. die Existenz von
Modellvervollständigungen T rUr die Theorie der kommutativen
regulären Ringe (Lipschltz-Saracnio), fUr die Theorie der kom­
mutativen regulären ~-R1nge (Verallgemeinerung von ~cintyre)

und der Theorie der kommutativen regulären Differential ringe.
der globalen Charakteristik 0, sowie primitiv rekursive Quan­
torenelim1nationsverfahren fUr die Theorien T.

Sei nun Keine substruktur-vollständige Theorie in L. Es
wird das folgende Krit~rium fUr die Existenz von Primmodell­
erweiterungen fUr K*UP' gezeigt.
Satz 1 Die folgenden Aussagen sind äquivalent:
(i) FUr jedes Modell A von Ky sind die Typen vom Rang 0 und

Grad 1 dicht in S,(A) .

CU) Jedes Modell B von ~Po hat eine Primmodellerwe1terung zu
einem Modell von K*UP' .

Wir haben ausserdem das folgende Resultat Uber Eindeutigkeit
und Mlnima11tät von Primmodellerweiterungen:
Satz 2 Seien (1) oder (il) von Satz 1 erfUllt. Dann gilt:

(1) Je zwei Pr~odellerWelterungeneines Modells B von

~UPo sind isomo!1lh Uber B •

(11) Ein Modell B von KflP0 hat eine minimale Prlmerwe1terung
zu einem Modell von K*UP' genau dann, wenn die Boolesche
Algebra Ba von B atomfrel ist.
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L. PACHOLSKI: Saturatedness of 1im1t ultrapowers

Let F be an ultrafilter on I and G a filter over I. We give a

characterizat10n cf those pairs whlch have the property that
for every' relational structure A ~he limit ultrapower A~'G 18
+-saturated. The notion used to obtaln this characterlzation
1s a natural extension of Keisler's nation a~ a -good ultra-
filter. We also deal wlth problems of homogenlty and un1ver- ~

sallty o.t limit ultrapowers. •

H. VOLGER: The Feferman-Vaught theorem revls1ted

The theorem of Feferman and Vaught on generallzed products in
FUnd.Math.47(1959),57-103 can b~ extended to a certaln elaes
cf boolean-valued structures, wh1ch Includes reduced products,
limit reduced powere, boolean reduced powers, restricted boo­
lean reduced powere and the structures of seetions of Com~r.

Thus the result covers all the known results of the Feferman­
Vaught type. A boolean-valued structu~e ~A,B,E,R> is called
flnltely complete 1f for eve~ pair of elements &1,a2 in A

with E(a1,a1»)b and ~(a2,a2) ~ -b there exists a in, A with
E(a,&1»).b and E(a'&2)~-b. <A,B,E,R> satlsf1es the maximum'

principle if for every formula t(x,a1' ••• 'ßn) there exists a
in A with [3xt(x, &1' • • ., 8n)] = [1'(a, a 1-, • • ., Sn)] • The quotient
<A,B,E,R>/D wlth respect to a filter D on B 18 obta1ne~ by
ldentifying a1 and 82 in A lf ~(al,a2) 18 in D. Now the result.
can be stated aa folIows: For every formula , there ex1ats a
finite sequence of formulas t1, ... ,tm and a formula ~ cf the
language of BA 1 B such that for every boolean-valued structure
<A~B,E,R> which ~s finltely complete and satisfies ·the maximum
pr1nciple and for every filter D on B the followlng statements
are equlvalent; (1) .<A,B,E,R>/D ~ cp(a1/D,· .. 'Sn/D) ,
(ii) B/D 1= ~«("1 (a1.···,Bn)]/D, .:., r"'m(a1 ,· •• ,an»)/D)

A.S. TROELSTRA: Completeness of intuitionlstic predlcate
calculus

Completeness here refers to validity tor all lntu1tionistica11y
meaningful 'domains and relations. A summa~ and reflnement of
known results due to Kre1sel-GBdel and Dyson-Kreisel shows
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that we can establ1sh weak completeness

Va11d(A) .... ,,]x ProoflPC(x, rA')

(lPe = intultlonistic predlcat~·calculus) provlded ~Te take aa
doma1n N ( N = natural numbers) and relations r.e. in parame­
ters € ,·a, E ranglng over lawless sequences in a fan , a

ranging over cholce sequences s&tlsrytng
(1) . Va..,,3xA{äx) ...... -i-,Va]xA{äx)

(1) tögether wlth Va,~3a(a = a) (a ranglng over lawllke se­

quences) 1mplies the negation of Church's thesis. Conversely,
weak completenesB for I~C Impl1es (1.) .

Finally, the recursion-theoretlc complexity of Beth-models
needed for a completeness result is d1scussedj we certainly

. 0 .
get by with Beth-models on a b1nary tree and L2-definable sets
of valid atomic formulae 1n the no~es ; binary recursive trees

o .
with ~1-d~finable sets of valid atomlc formulae are not 8uffi-
eient, ae can be shawn by acounterexample.

D. LEIVANT: Incompleteness of lntuitionistlc Predlcate Legte
for Constructive Models

We Intend to ~mprove the exposition in [1J , [2] of Kreisel's
proof [31 that the ineompleteness of lntuitionistlc Predieate
Logic [,1 18 inconslstent with Church' 8 thesis ~ ( := lJeve~

function i8 recurslve").
The techn1cal.&spects of the rev1sed proof allow

(,) a neater circumscrlption of the formal setting of the proof;
(2) a simp11fled recursion theoret1c technique.

The method 1s then sllghtly reflned to yteld
(3) a spec1fic schema, unprov~ble in L1 ' but valid under 2! ;
(4) a spec1.f1c schema, unprovable in OC, , but of whose all L~

meta-substitutions are provable 1n Heyt1ng·'s Arithmet1c A .
ltem (4) shows that the result of [4J , stat1ng that ~1 1s

absolute for A by ng meta-subs"titutlon , 18 optimal.

[1] D. van Dalen: Lectures on Intuition1smj 1n.Cambridge Volume

(Springer's Lecture Notes vol. 337, 1972) ;
sec. "4 •.
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[2] D. Leivant: On completeness propertie~ of Intultlonistlc
Leg1c; report cf the Mathematisch Centrum,
Amsterdam (1972); sec.4 .

[3] G. Kreisel: Church's thesis, in Buffalo Volume (Noord
Holland, 1970) •

[4·] D. Le1vant: Absoluteness properties of Intuitlon1st1c
Leg1c ; forthcom1ng .

J. DILLER: Realisation und Normalisation der Heyting-Arithmetik~
endlicher Typen

Wir betrachten ein mit natUrlichen Herleitungen formulier­
~teB System ~ der intultion1stischen Zahlentheorie endlicher
Typen. Nach dem Normallsationssatz fUr HA 1st jeder Herleltung

. N W
TI ~ A eine normale Herleltung n ~ A zugeordnet, die denselben
~nhaltllchen Beweis darstellt wie n . Entsprechend 1st nach dem
mr-Reallsationssat zbeder Herleltung TI J- A ein Termtupel a und
eine HerleitungmrII r- amr A zugeordnet. B~i einer gerlngfUglgen.
und vertretbaren Erweiterung des No~allsatlon8proze8sesgil~:

Theorem: {mrn)N mr ( nN )

Als Korollar ergibt sich ein Ergebnis von Minte 1973, nach
-dem die aus n ~]uB (geschlossen) durch Normalisation und
durch mr-Reallsation gewonnenen Terme bis auf ß-Konversionen
Ubereinstimmen.

R. STATMAN: A Proof-theoretic Reflnement of the (eguatlonal)
Completeness Problem

It is th~ aim of the theory of proofs to make differenees
between sets ofaxioms and rules IIpreviously judged only by
aesthet1c crlteria of elegance or convtence" principal objects
of study. In particular, results about the relative complexity
of pr~ofB provide criteria of cholce ~etween various logically
equivalent sets ofaxioms and rules. We present a refinement
of the (equatlonal) completenesB problem in terms of the rela-
.tlve complex1ty of proofs. This problem 18 called the "maximum
e:fflciency problem". We also prov1de a positive solution for
the maximum efficiency problem for the (satisfiable) finite

p-sound calculi of Kreisel and Ta1t.

•

                                   
                                                                                                       ©



...
-9-

H. SCHWICHTENBERG: Infinite Terms end Recursion 1n H1gher Types

Feferman has considered.a system To of infinite terms-which
deflne fUnctlonals of finite typ~. The terms are inductively

.generated from variables in all finite types and constants for
the ordlnary primit1ve recur81ve functions by appllcatlon, abs­
traction and autonomoUB enumeration: 1f for each n, ~(n) codes
a term t n ETa and f 18 it8elfdefined by a te~ of Ta ~hen the
term <t~>nED 18 in To . We also consider twa other versione of
autonomou& enumeration: In the first one the enumeration functlan
18 replaced by an enumeration functional of arbitrary pure type

(g1vlng "long sequences" <tF>Fe!JlT ), and in the second one the
t F i~ <t~FE:!Jl"t may contaln F as a constant. Let T 1 , T2 be the ".

resulting systems of terms. The systems Ti (1') are obtalne"d by
relatlvlz1ng thls definition to an arbltrary fUnctlonal T ..

-1'1+1 . n+2
Theorem 1 : 1I

T

- 1s def1nable in Ta (1" ) iff F is primi-
tive recurslve in F: for ~ome a E 01' (this i8 a generalization

.~+1 n+1 n+2of the lQ.~ene hierarchy ü a ' a E 0 ~ where E isreplaced
by the arbitrary T; see Walner, JSL 1914). "

1 J2Corollary (Feferman) : f i8 deflnable in To ( ) 1ff f 18

recursive in r .
Corolla~: There i8 an ~ recursive in 3E which 1s not de­

finable in To(3~) .
Theorem 2 : ,~1& definable in To('E) 1ff ~ 1s definable

in T
1

(3E ).

Theorem 3 A fUnctlonal 1s definable in T2 iff It i8
Kleene recurslve.

(The work reported here was done jo1ntly with Stan Wainer,
Leeds. )

J. BERGSTRA: On pseudocontlnous fUnct10nals

We define the nations of a cont1n~us-type structure and .af
a pseudocontltfous system of functionals (PSF)' .

Ta any 'T we &BBOciate a funct10n a T Un1formly recurs1ve in
the jump of the graph af T qn the primitive recursive functlonal&
such that aT 18 an assoclate of T whenever T 18 contl~ous (coun­
table) .

Theorem [T.,aTl 18 a PSF 1ft 2E -4 TU a T 1fr 1-sc(TU a T
) 18 not

closed under jump. As corolla~ we find that 1-sc(3T) cannot be

                                   
                                                                                                       ©



-10-

the set cf arithmetic functlons.
Theorem (using GeH). There exlsts a pseudocontl~ouB system V
of pairwise incomparable functlonals such that for all n
V Tp{n) = Tp{n) •

w. FELSCHER: Interpolation mit Funktionen

Es" wird ein Interpolationssatz fUr SequenzenkalkUle LK ,. a _

W a und LMa bewi"es.en· (klassisch, intuitlonlstisch, minimal mi t •
Konjunktionen und Disjunktionen Uber Folgen einer Länge unter-'
halb von a ) derart, dass die Interpolationsformel sowohl Prä­
dlkatensymbole (und diese sogleich in ang~brachter positiver .
respektive negativer Lozierung) als a~~h Funktionssymbole inter­
poliert; dabei ist wesentlich, dass kein Glelchheitssymbol und
keine Gleichhelts&xiome benötigt werden. Der Beweis geschieht
rein syntaktisch durch Induktion Uber die Komplexität von Bewei-
sen; zum Zwecke, einer Induktion zugänglich zu sein, muss dabei
e~ne etwas kompliziertere Behauptung als~dlejenige des Interpol~­

tionssatzes selbst betrachtet werden.

J. SCHULTE MÖNTING: Syntaktische Methoden bei der LBsung von
Wortproblemen

FUr einige Klassen von Verbänden kann man Kalküle vom Gentzen­
typ aufstellen, die ·die Menge der gUltigen Ordnungsbeziehungen
(und damit auch d~r Gleichungen) beschreiben und die mit der
Methode der Schn1ttelimination als entscheidbar zu erkel)nen s1nd. _
FUgt man der Sprache nun noch die Subjunktionsoperation ~ hinzu. •
(die in diesen Verbänden eigentlich gar nicht oder nur auf um-
wegen interpretlerbar ist) und-gestattet die einge_schränkte Ver­
wendung von BOg. Vorbehaltstermen der Form a~b (a,b ohne::> )
als 'Parameter oder als Hauptte~ links, so· gewinnt man neue Kal­
kUle, deren beweisbare Formeln gerade den ableitbaren Regeln der
frUheren KalkUle entsprechen. Da die Entscheidbarkelt durch diese
Erweiterung nicht gest6rt wird, erhält man 80 eine LBsung des
allgemeinen Wortproblems fUr die betrachteten Klassen.
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w. BUCHHOLZ: Beweisbarkeit der transfiniten Induktion in den
Systemen IDv und ID~* _

Durch Untersuchung der verwendeten Bewelsmdttel lassen sich
aus dem Wohlor~ungsbeweis für das Ordinalzahlenbezeichnungs­
system Q({g}) (Buchholz, Normalfunktionen und konstruktive Syste­
me von Ordinalzahlen~ Klel-Proceedings 1974) folgende Ergebnisse
über die Beweisbarkeit der transfiniten Induktion 1~IDv und
ID-<* ~blel ten:

(1) IDv (intuit.) ~ TI[a] , für jedes a < Q&(Qv+')O

(2) ID-<* (lntult.) I- TI[a] • f'lir jedes a < 9&(00
1

+1 )0

IDv enthält ~ome fü~ die transf~lte'Induktionüber eine gege­
bene prim. rek. WOhlordnUllßsrelation -< vom Ordnungstyp v und für
die V-fache ,Iteration von verallg. induktiven Def1nltlonen·ent­
lang der W,ohlordnung -< • ID-<* d88egen enthält die definierenden
Axiome (ID,) für den erreichbaren Tell~* einer gegebenen prim.
rek. Relation ~ und für die Iteration von verallg. induktiven
Definitionen entlang des erreichbaren Teils ~*. (Vergleiche:
Fefe rman, Form.al Theories ror transfinite Iterations ••• ,BuffalO­
Proceedings 1968 .)

Zwischen (1) und (2) besteht folgender Zusammenhang:

Setzt man vo := w und vn +1 :='9E(0~1)0 • so gilt:

(3) ~~~ vn =, QQ~O < QE(C +1)0
g·l

w. POHLERS: Obere Schranken für die Herleitbarkeit der transfini­
ten Induktion in Teilsystemen der Analysis

Zum Nachweis der Unbeweisbarkeit der transfiniten Induktion
zu einer Ordinalzahl ~ in einem formalen System T bieten

im wes~ntllchen zwei Methoden an:
Man zeigt T + TI[;] ~ Cons(T) ~d folgert mit dem 2-ten
GÖDEL'schen Satz, dass T JL TI[~]

Man miss"t die Komplexität einer Heileltung in T durch Ordi­
nalzahlen, zeigt dass ·zu jeder Herleltung eine normale Her-
leitung einer Komplexität <~ existiert und beweist schlrss­
lieh, dass eine normale Herleitung von TI[~] eine KOmplexi­
tät" ~; besitzt. Am elegantesten ges~hleht dies, indem man

L ~_~
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.. ' .
T in ein System T~ mit w-Regel einbettet, da die KOmplexi­
tät einer Herleitung in T~ in kanonischer Weise durch die
'Tiefe' des Herleitungsbaumes gegeben ist •

.1. Anwendung von (i)

Wir betten die Theorie !DN in kanonischer Weise in eine Theorie

(n~ - CA)N ein. (n~ -CA)N 1st eine Theorie 2-ter Stufe mit
N-fach geschachtelter n1-KOmprehension. Mit Methoden von TAKEUTI
gelingt es durch transfinite Induktion bis gEO +1 0 Schnitte in ~

( 1 )- N ~Herleltungen von ll1-CA N zu eliminieren. Man erhält also

Proposition 1. ~ I- ProV~(rF')""'" ProV(n~_CA);(rFn)

und damit

Proposition 2. Cons(IDN)

III~II 11 (n~ - CA);II = 9E
QN

+10

lI(n~ -CAnl = R~ 11 (n~ -CAJ;IIKorollar

'Nach (i) folgt dann, dass,in ~ TI[r9Eg +101] nicht beweis­
ist. Da umgekehrt TI[r~']'fUr ~ < gEO +1 0N in !DN beweisbar ist,
folgt N '

Satz 1

2 •. Anwendungen von (il)
. Wir betrachten ein System n* ~t w-Regel und bezeichnen mit
~,~ F , dass eine Her1eitußg von F vor1iegt, li_eren Tiefe ~a
1st und deren Schnittformeln alle kürzer als n 'sind und in einer
Hierarchie, aufbauend auf 'dem'Hyperjump', Unterhalb der Schicht
m+1 vorkommen. Mit IR bezeichnen wir das Schema der vollstän- ~
d1gen Induktion, mit IA das Axiom·. Dann gilt: ~

Proposition 3. (n1-CA) + IA ~ F => ~[m,a] F , wobei
1 m,n; rO,n

w[m,a] die rn-te Iteration von A~ w 1st.

Proposition 4. (n~ -CA)- + IR ~.n F =) Es gibt no <lll m1t
~m,a] F. .
O,no

(wobei ( . )- andeutet, dass keine fre:fen Mengenvarlablen· .in den

KOmprehensionstermen auftreten dUrren.)

Proposition 5. (n1 -CA) + IR ~ F =) ~[m,a] F
1 m,n O,w·

Wieder mit den Methoden von Takeuti folgt:

Prol!0sition 6. f%, n F =» ~(Q.I~gn+0) W F
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Da a in Prop. 4 und 5 immer< E
O

gewählt werden kann, folgt

~

(1) 11 (II~ -CA)-+IRII = 11 (II~' -CA)-+IR+BI-fI = 11 (n~ -cA)+IAIi QQwO

(2) lI(n~-~)+IRIl ~ Q(Q.Il(Qw+Eo»O

Ähnlich erhä1.t man auch

(3) 11 (n~ -CA)+IR+BIIJ ~ Q(Q.ö2 (CU) + EO»O

Ob die Schranken fUr (2) und (3) scharf sind, 1st offen.
Bekannt ist bisher:

Q(90(Cw + EO»O ~ If (II~ -CA)+IR!I

9Eg +1 0 ~ 11 (II~ -CA)+IR+BIII
w

K. McALOON: The Completeness Theorem "&nd the 2
nd Incomplete­

ness Combined

Gödel~ 2nd Incomplete~ess Theorem and the H11bert-Bernays
Completeness Theorem are applled to arbltrary conslstent ex­
tensions 11 of Peano arithmetic $ • We Bay U 18 represented in
a model mof U ift there 18 b E Iml such that tor 811 Gödel num­
bers n

nEU ~ m ~ E(n,b)
where E(x,y) 18'8 bounded quantifier formula expressing "X be­
langs to the fin!t~ set yll. ( If U 1s represented by b' € Iml ,
let !Ix be the tenn' lX\{cp: cp~ x A E(qJ,b)} ~d let cons(ux ) 'be the

II~-formula which asserts the conslstency" of Ux in LPC. We note ­
that,. tor &11 standard m, U ~ CODa (Um) •

Theorem. Let mbe a non-standard model of U 1n which U i8

represented and let k be a non-standard integer Buch that
m .~ Cons(tik ). Then ~ has an end extension ~ which satisfles

11 and .,Cons (Hk) •
For the tollowing notat1on,c.f. Fefe~, F.M. 1960.
Corollary. LEft el b~ recurs1vely axlomat1zable. There i8 a

model mof U such that# for &11 RE-enumerations a of U
m 1= ,Consa
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G.L. CHERLXN: Undecidable RingS cf Cont1nuous Functions

Der Ring aller stetigen FUnktionen f: .ß ---.,. ß 1st unent­
scheidbar. Wir fragen 1m allgemeinen:

Sei X ein topologiseher Raum, K lokalkompakter Körper.
'-lann ist C(X;K) (als Ring) entscheidbar?

w. THOMAS: Unentscheidbare Erweiterungen der Nachfolger­
Arithmetik

Es werden ~trukturen der Form (w,S,Q) «w;<,Q'» betrachtet,
wobei w die Menge der natürlichen Zah1en, S die Nachfolgerfunk­
tion über w , < die Kleiner-Beziehung über w und Q eine Teil­
menge von w ist. Für jedes rekursive Q C W 1st die elementa~e

Theorie von <w,S,Q> «w,<,Q» tt-reduzierbar nach 0' (011 ).

Es wird gezeigt, dass diese Abschätzung '~optimall1 1st, d.h. dass
es ein rekursives Q C W gibt, 80 dass die ~lementare Theorie von
<~,S,Q> <w,<,Q}) nicht btt-reduzierbar nach 0 1 (0'1 ) ist.

w. Buchholz (~Unchen)

eo
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