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Mathematische Methoden in der Geodäsie

21.3. bis 27.3.1976

Unter der Leitung der Professoren E. Grafarend (M'ünchen"):' und

R. Leis (Bonn) fand in diesem Jahr erstmalig eine Tagung über

mathematische Methoden der Geodäsie in Ober~rilfach statt~ Haupt­

ziel war es, Kontakte zwischen Mathematikern'und An~ender~ her­

zustellen und zu fördern; dah~~ ~etzte sich d~r:~~ilnehmerkreis
. .

etw-a je zur Hälfte aus Mathematikern und Geodäteit,· zusainm~n.

An fünf Vormittagen und ~re~ Na6hmittagen wurd~n 2~; teil~,mathe­

matische, . te i'ls geodätische Vorträge g.e,ha;t:tep über: Theme..n aus der

globalen physikalischen Geodäsie, der N~tzwerkan~ly~e~ über Be-

.handlung von Randwertaufgaben u.a ..

~ie Vorträge und insbesondere viele Diskussionen im kleinen Kreis

brachten sowohl für Mathematiker wie Geodäten ein~' Frille v~n An~

regungen, und es ist ~u hoffen, daß mit dieser ~agung wenigstens

ein kleiner Schritt zur Uberbrückung der Kluft zwischen der Mathe­

matik und ihren Anwendu~gsgebietengelungen is~~
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Vortragsauszüge

ALBER, 8.D.: Das Spektrum des Laplaceoperators in unbeschränkten

Gebieten bei verschiedenen Randbedingungen

Im vortrag möchte ich mich mit Randwertproblemen für die Schwin­

gungsgleichung 6u"+ ku = f in unbes~hränkten G~bieten.befassen,

und. insbeso.ndere da~ Spektrum' des Laplaceoperators erörtern'.,

.'
riie untersuchten Gebiet~.bestehen.aus ei~~~ bes~hränk~~n ~enge,

an di~ unbeschr~nk:te Rö~re!1 ("W~llenleiter") angesetzt' sind.

,'~ : ;-- : 'Für verschiedene Formen dieser Gebiete und für verschiedene

Randbed1ngungen werde ich Sätze über die Lage des Spektrums

und· über die Eigenwerte des Laplaceoperators angeben.

DUFOUR:," H. M. :. Us'age des foncti"ons ortho.gona·l·es dans la sphere

. ·:tt i5 poss'ib-le to o.'ef'ine orthogonal function's 'inside the sphere,

,which can 'give an "approximation (in euclidian norm) of'any ·bounded

~ariat~on functfon (potential, density of·.asses).

From the.coefficients of the dens~ty~ .it is pos5ible to derive

the formulation of inside and outside .earth potential. It iso

n~mely:shown that th~ exte~nal p~t~ntial is ex~ctly ~r~duced by

the harmonic subset of the internal density.

~ EITSCHBERGER, s.: Sensitivität der zweiachsigen Referenzfigur

der Erde gegenüber zeitlichen Geoidschwankungen

Die Mongeformen der Referenzflächen und des Geoids werden er.läu-

·tert. Bei bekannten Parametern des Geoids, hier die Potential­

koeffizienten, läßt sich die Lage, Größe und Form des Referenz­

ellipsoids bestimmen. Dabei auftretende Konvergenzprobleme werden

aufgedeckt. Wesentlicher Inhalt ist die Untersuchung des Einflusses

von zeitlichen Schwankungen der nied~igen pote~tialkoeffizienten,

wie sie kürzlich berechnet wurden, auf die Referenzfigur.
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FIRL, R.: Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen einer nichtline­

- . aren Integrodifferentialgleichung mit Kernen vom Faltungstyp

Der vortrag beschäftigt sich mit· der nichtlinearen Integrodiffe­

rentialgleichung

DtU(t)+lfb(s)DtU(t-S)ds+~f(t,U(t»+Ja(S)f(t-s,U(t-s»dS
0 '. 0

set)

Es ·wird ein Lösungsbegriff eingeführt und anschließend die Existenz

von Lösungen mit Hilfe eines Satzes yon·Browder (Ann. of Math.,

Bd 80 + a2, S. 485-523 bzw. S. 51-87) gezeigt. Die Untersuchung

dieser Integrodifferentialgleichung geht auf eine Arbeit von ~
Grasmüller zurück (erschienen in Methoden u. Verf. der Math.Physik,

Bd. 10), in der eine lineare Wärmeleitungsgleichung für Materialie~

mit schwindendem Gedächtnis betrachtet ~ird. Die obige Gleichung

ist eine nichtlineare Verallgemeinerung dieser Wärmeleitungs­

gleichung.

GROTEN, E.: Zum Problem optimaler digitaler ,Darstellung

An Hand von Böhen-, Schwere - und Geoidhöhendaten sowie entspre­

chenden Diff~renzen werden Probleme regionaler Autokovarianz­

funktionen so~ie Prädiktion beim Ubergang Kontinuum t diskrete

(endliche) Datenmenge diskutiert. Die Möglichkeiten und Bedeutung

von Trendelimination bei isotropen stationären Prozessen werden

im Zusammenhang mit Anisotropie, Instationarität etc. geo~ätischer

Datenmengen behandelt. Stützpunktdichte und Glättungseffekte wer­

den außerdem betrachtet. Mathematische Optimalitätskriterien wie

minimale Varianz, maximale Wahrscheinlichkeit. sowie Erwartungs­

treue etc. werden für die ingenieurmäßige Anwendung relativiert.

HAUER, K. H~: Maclaurinsche Ellipsoide. und Kontinuumsmechanik

Mittels der Virialmethode konnte von Chandrazekhar die Herleitung

einer im Jahre 1742 von Maclaurin entdeckten und nach ihm benannten

Klasse von Gleichgewichtsfiguren rotierender idealer Flüssigkeiten

auf einfache" Weise durchgeführt werden. Diese Methode kann auch

zur Untersuchung der Gleichgewichtsfiguren anderer Kontinua heran­

gezogen werden.
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BSIAO, G.C.: A finite element method for a class of singular

integral equations of the first kind (zus. mit W. Wendland)

This paper discusses a finite element approximation for a cl~ss of

singular integral equations of the first kind. These integral equa­

tions are deduced from Oirichlet probl~ms for strongly elliptic dif­

ferential equations in two independent variables. By a variation

of technique due to Aubin, it is shown that the Galerkin me~hod

with finite elements as trial functions leads to an optimal rate

of convergence.

KAHMEN, H.: Zur Abschätzung der physikalischen Korrelationen in

elektronisch gemessenen Streckennetzen

Bei der elektronischen Entfernungsmessung sind aufgrund de. nur unsi­

cher erfaßbaren.Brechu~gsindexesdes Ausbreitungsmediums der.Träger­

wellen.Wiederholu~gsme.ssungenphysikalisch korreliert. Physikalische

Modellstudien ~eigen, daß d~s Spekt~um der Streckenfluktuationen

zwei Maxima ?ufweist, der ProzeB als ein Zwei-Komponen~en-~rozeB
. .

. defin'iert werden kann und sich das Moment zweiter Ordnung .als

Funktion atmosphäri~cher Parameter darstellen läßi. Es wird ~ach­

gewiesen, daß die Korrelati6nst~eorieder ~ufallsfunktionen nicht

ausreicht,. den Prozeß zu beschreiben.

KOH, E. L.: An Operationa~ Calculus for a Bessel Operator and

Applications

An ~perational calculus for the operator B
p

= t- P Ot P + 10

(-1 < p < m) ~s developed. A convolution process is proposed which

reduces to Ditkin's convolution when p = o. The construction is

through the .field extension of a commutative ring without zero

divisors. The relationship between the calcul~s and those of

Mikusinski and"'Ditkin are shown. Some applications are given.

KRARUP, T.: An Elasticity Theory for Geodetic Networks

There Is presented a contlnuous analogue to the least squares

adjustment of geodetic networks. It Is formally expressed as a
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variational problem which has some similarity with that of

classical e~asticity. If the search for the solution is restricted

to a certain finite dimensional space then we find the classical

adjustment solution; if we look for it in the Sobolev space H
1

,

then ·the problem is described by an elliptic system of partial

differential equations with a Neumann boundary condition, and

so the original geodetic problem may be looked upen a~ a finite

element approximation to. this boundary value problem.

MEISSL, P.: Mathematische Analxse großer ~eodätischer Netze mit 4It
Hilfe diskreter Modelle

Die Ausgleichung der Messungen an einem geodätischen Triangula­

tiensnetz führt zu Regre~sionsproblemen~ deren Normalgleichungen

als Differenzengleichungen für die gesuchten Koordihateninkr~mente

gedeutet wer~en könn'en. Die Inverse der Normalgleichungsmatrix,

d.'h. die 9reen'sche Funktion der Differenzengleichungen liefert

wichtige Kriterien z~r Beurteilung der geometrischen Stärke eines

Netzes. ~s wird üb~rblicksweise über Untersuchungen einiger

geodätisch relevanter Differe~zengleichung~system~beric~tet.

Dabei werden zur Abrundung der Theorie auch Netze mit abzählbar

unendlich vielen Punkten zugelassen. Für gewisse i~ealisierte

geodätische Netze können analytische Ausdrüc~e für die Green'sche

Funktion angegeben werden. Die gewonnenen Aufschlüsse über die

geometrische Stärke solcher.Netze können mit gewissen Einschrän­

kungen auch auf unregelmäßige Netze übertragen werden. Es wer-

den auch Einblicke in die Akkumulation von Rundungsfehlern während

der direkten Auflösung der Normalgleichungen gewonnen.

MtiLLER, c.: Über Sätze vom Runge-Typ in der Theorie elliptischer

Differentialgleichungen

Am Beispiel der Lösungen der Differentialgleichung VAVAV =.V im

ÄuBeren Ge eines endlichen, von einer glatten Fläche berandeten

Gebietes G werden zwei ApprOXimationssätze bewiesen, d~e als Ver­

allgemeinerung des Rungeschen Approximationssatzes der klassischen

Funktionentheorie gelten können
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Satz 1: Es sei v stetig in Ge + F, genüge der Differentialglei­

chung VAVAV = v und den Ausstrahlungsbedingungen der Theorie elek­

tromagnetischer Schwingungsfelder, dann existiert zu jedem € > 0

ein Vektorfeld

so, daß in G + F
e

gilt. Dabei sind Wkj und W' kj Vektorfelde~, die durch

Wkj = XAVHkSkjr W~j = VAW kj

mit der Bankefunktion Bk der Ordnung k im m~ ~nd den (2k + 1)

Kuge lfunktionen -~ kj .de~ Ordnung k gebi ldet werden. (0 e. G) .

Satz 2: Es erfülle v die Voraussetzunge~ von Satz 1. Dann kann v

in Ge + F gleichmäßig durch Linearkombinationen~derForm

.N 3 Cj)
l. .Ldk (x,Y k )

k= 1 J~ 1

mit

( ') ilx-yklJ V e .
e A x Ix-Yk I

approximiert werden, wenn die Punkte Y
k

in einem kompakten Teil

von G dicht liegen. Dabei stellen die e(j} (x,Y
k

) die Felder der

durch Dipole in Richtung der Einheitsvektoren e(j·) im Punkte Y~

erzeugten Schwingungsfelder da~.

PELZER, ,H.: Genauigkeit und Zuverlässigkeit geodätischer Netze

Bei der Anlage eines ge~dätischen Netzes ist .in der Regel eine

Vielzahl von Varianten möglich, unter denen eine optimale aus­

zuwählen ist. Dies erfordert die Festlegung von Beurteilungs­

kriterien, wobei unterschiedliche Zielvorstellungen möglich sind.

Hinsichtlich der Genauigkeit eines Netzes erweisen sich die

Eigenwerte Ai der Kovarianzmatrix Q der Punktkoordinaten als

geeignetes Kriterium. Für die Varianz 0 2 beliebiger Funktionen
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der Koordinaten gilt die Ungleichung

A .
m~n c

A
max

(1 )

mft gegebener Konstante c. Durch Ve~kleinerung des. größten

Eigenwertes wird eine Steigerung der Genauigk~it erreicht;

die Forderung

(2 )

führt zu weitgehend homogen und isotropen Netzen. Die Anwendung

der Kriterien auf lokale Teilnetze ist möglich und führt zu ~

engeren Grenzen in (1).

Die Zuverlässigkeit eines Netzes k~nn nach seiner Empfindlich-

keit gegenüber groben Fehlern beurteilt werden. Ist E. ein
~

grober Fehler, v. die zugehörige Verbesserung durch eine
~

Regressionsrechnung, so gilt die Forderung
-2

Ei a. I
k. 1 ~ min, i 1 ,2- = = n

l. -v.
a~-a~l.
~ ~

CJ2 Varianz der Beobachtung 1. a priori,
i ~

';2 Varianz der Beobachtung 1. a posteriori.
i 1.

PICARD, R.: Ein Randwertproblem für die zeitunabhängigen Maxwell­

sehen Gleichungen mit den Randbedingungen n • cE = n • ~H = 0

Im Zusammenhang mit verschiedenen Formulierungen des Huygenschen

Prinzips in der elektromagnetischen Theorie treten RandwertProbl~

auf. Eine spezielle variante führt auf das Randwertproblem

rot E - iw~8 J
in einem beschränkten Gebiet G

rot H + iwe:E K

n . e:E 0
auf den Rand aG. Bei Gebieten

n . 118 0

~it h~herem als einfachen Zusammenhang müssen noch Nebenbedin­

gungen gestellt werden um Eindeutigkeit im gedämpften Fall zu er­

zielen. Das Problem wird mit Hilbertraummethoden angegangen. Es
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kann die Fredholmsche Aiternative gezeigt werden. Im gedämpften

Fall erhält man auch in der' schwachen Formulierung Eindeutigkeit.

RAUTMANN, R.: Ober Galerkinverfahren fßr einige Grundgleichungen

der Physik

Galerkinverfahren bieten, wie am Beispiel der Vlasovschen Anfangs­

wertaufgabe m~t M~ttelung ausgefßhrt wird, einen einfachen Weg zu

(schwachen) Lösungen der Anfangswertaufgaben für Gleichungen vom

Typ der Focker-Planck-Gleichung (mit Mittelung), der Navier­

Stokesschen sowie der Eulerschen hydrodynamischen Gleichungen (mi~

Lerayscher Mittelung). Bei der Vlasovschen bzw. der Eulerschen

Gleichung (als Grenzfall der Focker-Planck bzw. der Navier-Stokes­

sehen Gleichung) führt allerdings das ursprünglich von"E. Bopf"

1951 verwandte Galerkin-Verfahren nicht zum Ziel, da ~ich hier

keine gl~balen Schranken für die schwachen räumlichen ersten

partiellen Abl"eitungen der Lösungen ergeben., Die benÖtigte Kon­

vergenz des nichtlinearen Terms der betr. Gleichung folgt, wie

gezeigt wird,.bereits aus der schwachen Konvergenz der Näherungs­

lösungen mit Hilfe eines Kompaktheitssatzes. Dabei wird die in

dem nichtline~ren Term vorgenommene Mittelung wesentlich benutzt ..

RULAND, C.: Ein Verfahren zur Berechnung der Lösung des Dirichlet­

sehen Außenraumproblems zur Helmholtzschen Schwingungsglei­

chung bei nicht glatten Rändern

Wir betrachten im m2 ein Außengebiet G (= Gebiet mit beschränktem

Komplement) mit stückweise glattem Rand, wobei Spitzen ausge­

schlossen werden. Gesucht ist eine komplexwertige Funktion u,

die in G die DGL ~u + k 2 u = 0 (Im k ~ 0) erfüllt, einer Ausstrah­

lungsbedingung genßgt und auf dem Rand vorgegebene stetige Werte

stetig annimmt. Das Problem ist eindeutig gestellt. Zum Existenz­

beweis benutzen wir die Integralgleichungsmethode. Der Integral­

operator läßt sich so ergänzen, daß er den Raum der stetigen

Funktionen in sich abbildet. Er ist nicht vollstetig. Dennoch
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kann für die Integralgleichung die Gültigkeit der Fredholmschen

Alternat1ve naqhgewiesen werden; der Eindeutigkeitsfall liegt vor.

Die Darstellungsformel ,liefert die Lösung. Zur numerischen Be­

rechnung wird die exakte Integralgleichung in einem n-dimensio­

nalen Unterraum approximiert und die approximierende Lösung in

die Darstellungsformel eingesetzt.

SOHR, H.: Ober das asymptotische Verhalten zeitlich veränder­

licher Vorgänge

Ein zeitlich veränderlicher Vorgang wird durch eine Funktio-

$ : t -+- $(t) beschrieben, die auf der Zeitachse definiert ist

und deren Werte in einem Hiltertraum H liegen; •.genügt einer

Evolutionsgleichung ~(t) + A(t)$(t) = f(t) mit linearen Opera­

toren A(t) ~n H. In einem geeignet gewählt~n Hilbertraum H-wer­

tiger Funktionen erhält man dann eine Operatorgleichung

f~t + A)cf> = f. Der gesuchte inverse Operator (:t + A)-l wird

erhalt~n, indem ~t als "Störung ll von A betrachtet wird. Hierzu

ist es erforderlich~ das bek~nnte Störungskriterium von Rellich-"

Kato so zu erweitern, daß auch nicht relativ beschränkte Stö­

rungen einbezogen werden können. Als Ergebnis erhält man neben

der Existenz und Eindeutigkeit der Lösung cf> auch Aussagen über

die Ex iste n z des" Limes ep (00) : = I im cf> (t) und dar über, wie $ (t) .i n
t+ ClO

cf> (co) einmündet (Abklingaussagen für 11 cf> (t) - ep (co) 11) .

TSCHERNING, C.C.: Choice of Norm in <'least Squares) Collocation

Abstract: A global or Iocal approximation to the anomalous poten­

tial of the Earth (T) may be obtained using the method of least­

·squares collocation. This method requires the specification of a

reproducing kerne I "Hilbert space containing T.

In geodetic practice the norm of the Hilbert space is choosed

by a procedure where the inner product of the gravity anomaly

functionals
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aT 2
Ag = - ar - y' T,

are comptited fram different norms and compaired with an "empirieal"

estimate of the inner products. The question of the validity and

consequences of using this procedure is put forward.

WENDLAND~ w.: Bemerkungen zur Methode der kleinsten. Fehler­

quadrate und zu· Galerkinverfahren bei elliptischen Problemen

(zus. mit E. Stephan).

Verwendet man bei Galerkin-Verfahren reguläre finite Elemente ,

so ergibt sich bekanntlich

1.) bei sta~k elliptisch~n Differentialgleichungsproblemen nach

J. Nitsche,

2.) mit den für (allgemeinere) Verfahren gefundenen Ergebnissen

von Gohberg und Feld~an für gewisse singuläre Integralglei-

chungen und "

3.) bei Integralgleichungen 1. Art ~it Grundlösungskernert ~ach

LeRoux, Hsiao u. Wend land'

jeweils optimale Konvergenzordnung. Diese verschiedenen Ergebnisse

können alle als Spezialfälle von Galerkin-Verfahren für reguläre

Randwertaufgaben stark elliptischer Pseudodifferentialoperator­

probleme gedeutet werden, wenn man di~ apriori Abschätzungen von

Dikanskii und VLshik und Eskin verwendet.

Eine entsprechende Situation liegt für die von J. Nitsche und

Bramble u. Schatz bei der Methode der kleinsten Fehlerquadrate

für regu~äre Randwertprobleme mit elliptischen Differential­

operatoren gerader Ordnung gezeigte optimale Konvergenzordnung

vor: Auch hier ist die Ubertragung auf allgemeine Probleme

leicht möglich. Zu diesen gehören auch die inversen Probleme der

Potentialtheorie.

WICKEL, W.: Eine Lösungstheorie zur Plattengleichung mit der

Integralgleichungsmethode

Wir betrachten die Dirichletsche Randwertaufgabe zur Gleichung

(1) (A2 - k 4 )u = 0 in Innen - oder AuBengebieten G mit den
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Randbedingungen

(2 )

Falls GAußengebiet ist, müssen noch Bedingungen für l.x.1 ~ co. ge­

stellt werden.

Die spezielle Form dieser Gleichung ermöglicht einen Lösungsan­

satz, der Potentiale einfacher und doppelter Belegungen e~thält

und der unter Ausnutzung der üblichen Sprungrelationen auf ein

Fredholmsches System 2. Art führt, das auf dem Banachraum ~

c
1

+a
x cQ(aG) diskutiert wird.Man erhält Existenzsätze und Dar- ~

stellungsformeln für alle bet~achteten Fälle (k = 0, k + 0; G In­

nen- oder Außengebiet), und es kann gezeigt werden, daB für c 3
+

A

Ränder alle klassischen Lösungen die Greenschen Umformungen zu­

lassen. Damit folgt für die Innenraumaufgabe zu k = 0 und die

Außenraumaufgaben klassische Eipdeutigkeit, und für. das Innenraum­

p~oblem bei reellen k + 0 kann die Fredholmsche Alternative gezeigt

und eine Lösungsbedingung formuliert werden.

WITSCH, K. J.: Das geodätische Randproblem nach einer Arbeit

von L. Hörmander

Unter dem, geodätischen Randproblem versteht ma~ die Aufgabe, die

euklidische Figur der Erde aus den. auf der Erdoberfläche gemesse­

nen Werten für das Erdpotential und seinen Gradienten zu bestimmen.

Sei ~ eine Einbettung von 52 inlR 3 und W: S2 ~ ~ das Erdpotential,

bezogen auf einen "Globus" S2. Im ÄuBeren der "Ersatz'erde n ~ (S2)~

läßt sich dann ein "Erdpotential~ w ~ls Lösung einer- Randwert- ~

aufgabe mit Randdaten ·W 0 <p-1. bestimmen. r (4) ,W) bezeichne (grad w) 0 ~.

Dann besteht das geodätische Randproblem in der Auflösung der

Gleichung .~(4),W) = G nach 4> bei gegebenem Wund G. Das Problem

wird analysie!t, und es lassen sich lokale Exi~tenz- und Ein­

deutigkeitssätze beweisen.

K. J. Witsch (Bonn)
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