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Tag u n g s b e r ich t 15 /1976

. .

Arbeitsgeme1~schaft Geyer-Harder:

Stabilität von A~b11dungen

4.4. bis 10.4.1976

Die Frühjahrstagung der Arbeitsgemeinschaft stand

unter der LeitWtg von E.Looijenga (Nijmegen) und

D.Siersma (Amsterdam), mit Assistenz von Th.Bröcker

(Regensburg) •

Die Herbsttagung der-Arbeitsgemeinschaft finde~ ~o~

10.10. bis 16.10.1976 statt. Sie wird das Thema

IlHimmelsmechanik ll haben. Die Vorbereitung üb~rnimmt

He~r'Zebnder aus ~langen; auf der Tagurig wird Herr

Rüßmann" aus Mainz als Fachmann des Gebiets anwesend

sein.
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Some comments on the topologieal stability theorem

Two C
OO

-mappings f and fl from a manifold N to a mani­

fold P are said to be C
OO

-equivalent if there exist

diff eomorphisms h: N ~ N and h' P ..... P such that f', =

= h'ofoh-1 • A C
OO

-mapping f: N ~ P is said to be C
OO

stable if the equivalenee elass of f for this relation

forms a neighbourhood of f in the funetion space Coo(N,P).

This requires a.topoiogy on Coo(N,P), of course: we ~hoose

the Whitney topology. Mather has given in his fundamental

series '8tability of C
OO

-mappings' [I - VI] necessary

and sufficient conditions for a mapping to be C
m

-stable
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under the natural assumption that it is proper. Among

other things he obtains acriterion of a semi-Ioeal

nature (in terms of commutative algebra) and a (multi-)

transversality criterion. A very basic role is pIayed

here by his generalisation cf the Malgrange preparation

theorem, although a more recent proof of these results

in,[Golubitsky-Guillemin] ßhows that Malgrange's. original

theorem also serv~s the purpose. For eertain pairs (n,p)

:= (dimN, dimP) the transversality criterion involves

uncountably many transversality condit~ons. As one may

expect, in this ease the transvers~lity conditions cannot

be simultan~ously satisfied by a dense subset of the set

C;r(N,P) of proper C
OO

-mappings. The~many pairs (n,p) with

this nasty property have ·be~n determined by I Mat'her VI].

In particular for those (n,p), Ca: .-stability is not~ a

dense property in C;r(N,P). Beside~ being unsatisf~~tory
00 .'

by itself, this also makes the C -classification of

I generic ~ mappf.ngs I in C;r (N,P) ~ 'a hopeless matt er. The

conclusion to' be drawn seem~ clear: the'notion of C
OO

equivalenee is much too firie,to make the eorresponding

stability generie.~ Examples sh~w that little is gained

if C
OO

-equivalenee is."rep"iaced by C1 -equivalence. There­

fore we consider CO -(= topologieal) equivalence.

It was conjectured by Thom in the late fifties (see [Thom­

Levine]) that the topologieally stable mappings intersect

C
OO

(N,P) in a dense subset. In a later paper [T2] hepr

indicated along whieh lines a proof 'of this conjecture
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might proceed. Thus an intermediate between the smooth

and piecewise linear categories, the category of strati­

fied sets and spaces, was born. It derived part of its

importance from ~itney's regularity'lemma [Wh 1,2],

which asserts that any complex-analytic set admits a

stratification in Thom' s sense and lofhich was later· ex-

tended by [LojasewiczJ to semi-algebraic sets. Tnom's

work on stratified sets and mappings culminated in his

famous isotopy lemmas [T3J. The first isotopy lemma may

be viewed as a fantastic generalisation of Ehresmann's

theo~em (which states that a proper submersion determines

a locally trivial fibre bundle). The second one is more

.pertinent to our purpose: it gives sufficient conditions

that a family cf mappings be locally (topologically)

trivial.

Both the ideas and the theorems of Thom proved to be

extremely fruitful. By fully exploiting his own work on

C
OO

-stability and Thom's phi16sophy, Mather obtained

around 1970 adefinite proof of Thom's conjecture. An

outline of this proof can be found in [Chenciner's] ~

account in the Bourbaki seminar. The complete proof will

appear in a book Mather is writing.

The proof presented here is somewhat different from

Mather's"and follows Thom's indications more closely.

The last two lectures are devotet to a related subject

which was also developed by Thom: elementary catastrophe

                                   
                                                                                                       ©



- 5 -

theory. The mat~~matical aspect of this theory. The

mathematical aspect of this theory and the 0
00

-stability

theory of Mather are variations on the same theme.

Participants should be familiar with some elementary

differential topology, like Sard's theorem, the notions

of transversality, jet, spray, most of which can be found

in the book of [Bröcker-Jänich]. Also, same rudimentary

knowledge cf commutativ~ algebra is recommended.

Same references

Survey articles:

v. I. Arnol'd, Singularities of smooth mappings, Russian
Math. Surveys (1968) 1 - 43.

A. Chenciner, Travaux de Thom et Mather sur 1a stabi1ite
topologique. Sem. Bourbaki 1973.

C.T.C. Wall, Lectures on 0
00

-stability and classification.
Proc. Liverpool singular~ties Symposium I, .
Springer Lecture Not"es lli, 170 - 206.

C.T.C. Wall Stratified sets: a survey, idem, 133 - 140.

.. Differential· topolog.y:

Differential~Topologie,Tb. Brocker and K. Jänich. Heidel­
berger Tasche~~ücher, Vol 143,
Springer Verlag.

Other references on topological stability

[GG] M. Golubitsky and .V. Guil~emin, Stable mappings and
their singularities, Graduate Texts

in Math. 14, Springer Verlag
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[La] S.Jojasewicz, Ensembles semi-analytiques, available
at lHES (1965).

e"

Stability of C~ -mappings I-VI, Arm. cf
Math. §2, 89-104, Ann. of Math. ~,
254-291, Publ. Math. lHES 22, 127-156,
Publ. Math. lEES 22, 223-248, Adv. in
Math. i, 301-366, Proc. Liv. Symp. I
(Springer Lecture Notes m) 207-253.

Harvard notes on topological stability
(1970).

[M2] J. Mather , Harvard notes on topologieal. stability
(1971), published in M.M., Peixoto (ed.):
Dynamical Systems, 195-223, (Stratifica­
tions and mappings), Academic Press 1973.

[M I-VI) J.Mather,

r1'11] . J • I"lather ,

[N] L.Nirenberg,- A proof of the Malgrange preparation
theorem, Proc. cf the Liv. Symp., Sprin­

_ger L.ecture Not es 192, 97-105.

[TL] R.Thom and H.Levine, Singularities of differentiable
mappings, reprinted in Proc. Liv. Symp.I,
Springer Lecture Notes 192.

[T1] R.Tbom, La stabilite topologique des applications
polynomiales, l'Enseignement Math. 8

(1962) 24-33.

[T2] R.Thom Loeal topological properties of differ­
entiable mappings, in Differential" Ana-e

lysis, Oxford U.P.(1964) 191-202.

[T3] R.Thom, Ensembles et Morphismes.Stratifies, Bull.
Amer. Math. Soc. 75 (1969), 240-284.

[Wa1] C.T.C. Wall, lntroduction to the preparation theorem,
Proc. Liv. Symp. I, Springer Lecture
Notes 192~ 90-96.

[Wa2] C.T.C. Wall, Regular stratifications, Dynamical
Systems, Warwiek 1974, Springer Lecture
Notes 468, 332-344.
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[~1] H.Whitney, Loeal properties of analytie varieties,
in Differential and Combinatorial Topo­
logy, Princeton U.P. (1965), 205-244.

[Wh2] H. Whi.tney, Tangents to an analytic variety, Ann. of
Math. 81 (1965), 496-549.

[TS] Notes of the Liv~rpool seminar on topological stability

(1974-75) (manuscript).

E. LOQijenga

-Vortragsauszüge:

E. LOOIJENGA: Introduction-

The purpose of this lecture was threefold: ~irs~ to define

the relevant notions of stability (Cl -stab~lity,

1·= O,1,2, ••• ,~) for smooth mappings and relat~d concepts,

.secondly to give a short (and incomplete) account-of the

history of the problem wheather Cl -stable mappings are

dense in Coo(N,P) (N,P .manifolds) 'and thirdly.to provid~

some motivation for studying especially this question

for 1 = O.

Thus among other things, Whitney's (affirmative) solution
. 00

to the C -stability question in ease dirn N = dirn P = 2 was

sketched and Thom~s proof that the C2-stabl~ mappings in

Coo(N,P) in ease dirn N = dim P = 16 do not form a dense sub-

set was worked out in some detail •. Also, Mather's descrip­

tion of the pairs (dimN,~imP) for which COO-stability is a

dense property of C~(N,P) was mentioned. Since for many of
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the pairs (dimN,~imP), C1-stability is not a dense

property of C~(N,P), one is lead'ta consider the notion

of CO-stability. The main p"urpose of this Tagung is to

describe a proof of the'theorem of Thom and Mather that

CO-stable mappings are dense among the proper smooth

mappings. Also attention is paid to.a related subject:

catastrophy theory.

G.-M.GREUEL: Semialgebraische Mengen und das Whitney-Regu­
laritätslemma

Eine Stratifikation S einer Menge V c pn ist eine lokal­

endliche Zerlegung von V in Untermannigfaltigkeiten (Strata) ,

aus Rn. S heißt Whitney-regulär, wenn je zwei Strata X,Y

regulär (im Sinne von 'Whitney) aneinanderpassen; i.e. (Y,X)

heißt regulär in x E X, wenn für alle Folgen X 3 xn ~ x,

y 3 Yn .~ x, deren Verbindungsgeraden xnYn und Tangential­

räume T Y gegen 1 bzw. T ~onvergieren (in entspr. Graß-. Yn
mannbündeln) , 1 C T gilt.

Das Whitney-Regularitätslemma besagt:

Sind X,Y c Rn semialgebraische, nicht-singuläre Mengen mit

X c Y - Y so gilt:

i) S(Y,X) = Ix f Xl (Y,X) nicht regulär in xl ist semi­

algebraisch

ii) dim S(Y,X) < dim X

Die Regularitätsbedingung wurde an Beispielen erläutert,

die Aussage i) wurde vollständig, die (wesentlich tiefer-
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liegende) Aussag~_ ii) teilweise bewiesen. Einige klassi­

sche Beispiele wurden diskutiert.

K.H.MAYER: 'Kanonische Stratifikation""von semialgebraischen
Mengen

Es wurden zunächst einige Konstruktionen angeg~ben, mit
. .

deren Hilfe man aus gegebenen Stratifikationen neue Stra-

tifikationen erhält, und es wurde gezeigt, daß ~~de semi­

algebraische ~nge eine kanonische Whitney-Stratifikation
. "

besit~~. Danach wurde der Begriff der Thom-Strat±~ikation

"für differenzierbare Abbildungen eingeführt "und gezeigt,
11

daß jede polynomiale AbbildUng zwischen offenen semialge-

braischen Tei1IDengen von eukl~disc~en Räumen unter einer

gewissen Generizitätsbedingung eine Thom-Stratifikation

zuläßt.-

T•.TOM DIECK: System von Tubenumgebungen für Whitney~

stratfizierte Mengen und Thom-stratifizierte
Abbildungen

Es wurde einer Whitney-stratifizierten Menge nach Mather

ein verträg~1ches System von Tubenumgebung~n z~ge9~~net.

E.VOGT: Kontrollierte Vektorfelder

Vektorfelder auf stratifizierten Mengen, die durch Systeme

von Tubenumgebungen kontrolliert werden, wurden eingeführt.

Es wurde bewiesen, daß sich kontrollierte Vektorfelder bei

Thom-regulären Abbildungen zu kontrollierten Vektorfeldern

hochheben lassen.
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H.SCHEERER: Die Isotopiesätze von Thom

Es wurde bewiesen~ daß die im Vortrag vorher konstruier­

ten Vektorfelder lokale 1-Parametergruppen von Homöomor-

phismen, welche die Strata invariant lassen, erzeugen.

Damit konnte dann der ~eweis. des Isotopiel~mmas von Thom

durchgeführt werden. -

A.DRESS: Der' Malgrange'sche Vorber~itungssatz

Es wurde eine etwas vereinfachte Version des Beweises von

Nierenberg vorgetragen.

G.wAssERMANN: Bestimmtheit von Jets und stabile Entfal­

tungen

Es wurden zunächst'Kontaktaquivalenz und Rechtslinks­

äquivalenz von Abbildungskeimen und deren Jets definiert.

Nun sei ein Keim f:(N,xo) ~ (P'Yo) gegeben, seien: e(r)

die Menge der Vektorfelder entlang f(= l~:(N,xo) ~'TP

mit nm = f, wo n:TP' ~ P die Projektion isti); tf ~ e(r)

sei das Bild unter Tf der lokalen Schnitte von TN; setze

XCf) := di~ e(f)/(tf+f*~,y e(r)). x(f).hängt nur von
o

der Kontaktklasse von f ab und mißt etwa deren "Kodimen-

sion". f heißt von endlichem Singularitätstyp wenn 'X.(f) < 00.

F:(N x Rk,x x 0) ~ (p x Rk,y x 0) heißt Entfaltung vono 0

f ~ wenn F (x, t) = (f t (x) , t), wo f 0 f und,·t E IR k , x E N.

Für solches F gilt X(F).= y(f).
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kF heißt trivial wenn es Retraktionen r:N x R ~ N,

s:P x pk ~ P gib~, mi~ fgr = soF. Ein Keim f heißt

stabil, wenn jede Entfaltung trivial ist.

Jeder Keim f definiert Jetschnitte J1f:(N,x ) .... J1(N,.P)o .

durch Jlf(x) := I-jet von f bei x. Wir schreiben jlf =
= Jlf(x ).

. 0

Dann hat man folgende Sätze:

1. f: (N,x ) .... (P,y ) ist .stabil ~ JdimP+1r ist transver-
o o.

versal zur Kontaktklasse von jdimP+1r .

2. F enFfalte f. Dann ist F stabil ~ die Abbildung

(x, t) .--+ JdimP+k+1 r t (x) . ist transversal. zur Konkatklasse

.dim.P+k+1.pvon J i.

3. 'X(f) < 00 ~ f hat stabile Entfaltungen.

J .NEUKIRCH: Nicht· endl·ich bestimmte Jets·

Es wurde bewiesen,· daß die· nicht endlich kontak-t-bestimm­

ten Jets von Funktionskeimen f:(RD,O) ~ (RP,O) eine pro~

algebraische Menge "im' Raume ?ller Jets von· unendlicher Ko­

dimension bilden•

. W.-D.GEYER: Ein Beispiel von Thom

Es wurde ein Beispiel einer· Familie f A:R3 ... R3 eigentlicher

P~lynomabbildungennach Thom vorgeführt., so daß f", und f A t

für A I At nicht ~urch Homöomorphi.smen von Ql:lell- und. Ziel­

raum ineinander übergeführt werden können. Die Idee war fol­

gende: Die f A besitzen alle eine einzige unendliche Faser,
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einen Kreis C. Dieser liegt auf einer (durch f~ top.

bestimmten) Fläche F,· so daß ein· inverser o-Prozeß

F ... E
\U

c

(Ebene)

induziert wird, der im Punkt Xc auf E eine diff. Struk­

tur induziert zusammen mit einer Abb.

1
*F : C .. (PTx E = S •

o

Legt man durch C eine zwe~te (variable) Fläche G~, so daß

fAG A .. E wieder ein Zusammenblasen von C ergibt, so er­

hält man eine zweite Abb.

Richtet man f A so ein, daß GA -top. ausgezeichnet und die

Abb. wF und 'G sich um Drehungen des Winkels a. (tan a = ).,)
A

von 81 unte~sCheiden, so sind"die f A alle von verschiede-

nem Typ, da Drehungen verschiedener Winkel nicht konju-

gierte Homöomorphismen von S1 sind. In der Realisierung ~

von Thom sind F und GA kubische Flächen.

J.GAMST: Ein Transversalitätslemma

Für stratifizierte Mengen (A,G) c Jl(N,P), für die alle

.nplx submersiv sind (X E G), wurde gezeigt, daß die zu

(A,G) multitransversalen Abbildungen in C~(N,P) eine ge­

nerische Menge bilden.
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D.SIERSMA: Stratifikation des Jet-raumes

Das Ziel dieses Vortrages' war es, eine Stratifikation

Al(N,P) von Jl(N,P)'W1(N,P) anzugeben, so daß für alle

f:N ~ P m~t J1f(B) n W~(N,P) = ß ~nd f multitransversal

auf Al(N,P) gilt, daß die auf N zurückgeholte. Stratifi­

kation B = (Jf)-1 A1(N,P) eine Thom-Stratifikation

(Br,Bf ') für f induziert.

K.LAMOTKE: D-as Ende des Beweises

Mit den Bezeichnungen des vorstehenden Vortrags (Siersma)

gilt:

(1) Al(N,P) ist überall' eine Whitney-reguläre Stratifi­

kation. Es wurde gezeigt, wie dies aus dem Hauptsatz

des'vorangehenden Vortrags folgt~

Sei nun OI(N,P) = Ir E COO{N_,P) : J1r-CN) n W1 {N,P} ~

und f multitransversal'zu A1 (N,P)1

Für f E 01 ist dann B = (Jlf)-1 A1(N,P) eine Whitney-

reguläre Stratifikation von N. Man kann sie zu ei~er

Stratifikation Bf verfe1nern, so daß -

(2) (Bf·,Br) mit Bf = If(X):X E Bfl' U (p f(N) I" eine Thom­

sehe Stratifikation von f'ist.

Es wurde bewiesen (Folgerung aus den Ergebnissen der

Vorträge Neukirch und Gamst):

(3) Für 1 » n ist ~r(N,P) dicht in C;r(N,P). [pr

lich]

Schließlich gilt:

eigent-
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(4) Jedes f e n;r(N,F) ist topologisch stabil.

Zum Beweis von (4) wurden (2), "n~r ist offen in C;r"

und das zweite Thomsche Isotopielemma (Vortrag Scheerer)

benutzt. Das Ende des Beweises ist damit erreicht, da

aus (3) und (4) folgt, daß die topologisch stabilen Ab-

bildungen dicht in der Menge aller eigentlichen Abbil- •

dungen liegen.
q.e.d.

'L.BRöcKER: 'Stabile Entfaltung von Funktionskeimen

Beweisskizze des folgenden Satzes: Sei I = C
OO

(Ro'+r',R), ,

für f E'1 'sei Mf := I (x,u) c Rn+rr~f~ = 01 und sf d~e
Xl ;

Projektion: Mf ... Rr • I be'sitzt "eine offene und dichte

Teilmenge 1*, so daß "für alle f f 1* gilt:

(1) Mf "ist eine R.-Ma.nnigfalt~~eit·.

(2) Jede Singularität von Xf ist rechts-links-äquivalent

zu einem Repräsentanten aus einer Liste von 11 Ele-

mentarkatastrophen.

(3) Xf ist lokal stabil (unter Störung von f).

N.A.BAAS: Catastrophe theory~applications

R.Thom's general dynamical models cf gradient systems were

discussed. The following applications were given: The

Zeeman-catastr~phe machine, the heart-beat equations and

work in elasticity theory of J.M.T. Thompson and G.W. Hunt.
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D.SIERSMA: Stratifikation des Jet-raumes

Das Ziel dieses Vortrages'war es, eine Stratifikation

A1(N,P) von Jl(N,P)'W1(N,P) anzugeben, so daß für alle

f:N ... P.m~t Jlf(B) n W~(N,P) = ß und f multitransversal

auf Al(N,P) gilt, daß die auf N zurückgeholte Stratifi­

kation B = (Jf)-1 A1(N,P) eine Thom-Stratifikation
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Mit den Bezeichnungen des vorstehenden Vortrags (Siersma)

gilt:

(1) A1(N,P) ist überall' eine Whitney-reguläre Stratifi~

kation. Es wUrde gezeigt, wie dies aus dem Hauptsatz

des'vorangehenden Vortrags folgt.

Sei nun oi(N,P).= Ir E C
oo

(N,P):J1f(N) n ~l{N,P} ~

und f multitransversal zu A1(N,P)J

Für f E 01 ist dann B·= (Jlf)-1 A1(N,P) eine Whitney-

reguläre Stratifikation von N. Man kann .sie zu einer

Strati:fik.ation Bf ver,feinern, so daß

(2) (Bf·,B;) mit Bf_= Ir(x):x E Bf } U Ip f(N).1 eine Thom­

sehe. Stratifikation von fist.

Es wurde bewiesen (Folgerung aus den Ergebnissen der

Vorträge Neukirch und Gamst):

(3) Für 1 » n ist ~r(N,P) dicht in C;r(N,P). [pr
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(4) Jedes f E 01 (N,P) ist topologisch stabil.pr .

Zum Beweis von (4) wurden (2), 1I0;r ist offen in C;r"
und das zweite Thomsche Isotopielemma (Vortrag Scheerer)

benutzt. Das Ende des Beweises ist damit erreicht, da

aus (3) und (4) folgt, daß die topologisch st"abilen Ab­

bildungen dicht in der Menge aller eigentlichen Abbil­

dungen liegen.
q.e.d.

L.BROCKER: Stabile Entfaltung von Funktionskeimen

Beweisskizze des folgende~ Satze~: Sei. I ~ Coo(~n+r,p),

für f E I se~ Mf := I (x,u) cRn~rl §~ ..~~} und sr die
. '. . ]. -
Projektion: Mf ... Rr • ~ besitzt...eine.. offe~e und dichte

.Teilmenge 1*, so daß. für alle f f. 1.* gil~:

(1) Mf ist eine R-Mannigfaltigkeit.

(2) Jede Singularität von'Xf ist .rechts-links-äqu~valent

zu einem Repräsentanten aus einer Liste von 11 Ele-

mentarkatastrophen.

(3) Xf ist lokal stabil (unter Störung von f).

N.A.BAAS: Catastrophe theory-applications

R.Thom's general dynamical models of gradient systems were

discussed. The following applications were given: The

Zeeman-catastrophe machine, the heart-beat equations and

work in elasticity theory of J.M.T. Thompson and G.W. Hunt.
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Related to the rest of the programm the following

conjecture was st_~ted: IItopologically stable compositions

are dense in the space of ~ompositions 11 (compact spaces).

The relation of this to hirarchical systems and their

stability was mentioned. Examples of stability situations

for compositions were giveno

Th. Bröcker (Regensburg)
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