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MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT.OBERWOLFACH

Tagungsberi c.h t 4/78

Lineare Algebra und Geometrie in der
gymnasialen Oberstufe

22.1. bis 28.1.1978

‘. Leitung: A. Bergmann, Diisseldorf
H. Kunle, Karlsruhe

Die Lineare Algebra gehdért gemdfR den neuen Lehrplédnen in. nahe-
zu allen Bundeslindern zum obligatorischen Stoff der Mathéma;ik}
kurse in der Sekundarstufe II. Die Auffassungen iber die Lern-
ziele und Inhalte - solcher Kurse, insbesondere iber die Stelluhg
der Geometrie, gehen dabei allerdings weit auseinander. :

Die Tagung sollte Gelegenheit zur gegenseitigen Information .und
Aussprache iiber diesen Problemkreis geben. Die Plenumsdiskussio-
nen wurden vorwiegend durcﬁ die thematisch gruppierten Vortrédge
angeregt und gelenkt. Im Vordergrund standen immer wieder grund-
sitzliche Fragen (insbesondere in den Vortridgen von Profke,
Seyfferth, Toussaint) und das Problem der Anwendungen der Linea-
ren Algebra (Degen, Jaeger, Moller). Die gemeinsame Tendenz, die
sich auch in der SchluBdiskussion deutlich abzeichnete, war. eine
. Abkehr von einer zu stark betonten axiomatisch-deduktiven Dar- .
stellung der Linearen Algebra und eine stidrkere Betonung. konkre-
ter Probleme, wobei der Geometrie im Rahmen der Schulmathematik
eine besondere Bedeutung zukommt.
Unter den fiir die Schule geeigneten Anwendungsmdglichkeiten aufler-
‘ halb der Geometrie wurden vor allem Fragestellungen der Wirt-
|
|
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schaftsalgebra genannt (Jaeger, Méller). Herr Degen wies dartiber -
hinaus auf Probleme aus der.Analysis (vorwiegend aus dem Bereich
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der Polynomapproximation) hin, die mit den Methoden der Linea-
ren Algebra gel6st werden kénnen. In den restlichen Vortrigen
wurden einerseits. spezielle fachliche und fachdidaktische Fra-
gen angeschnitten, andererseits (Reichel) ein Uberblick iiber
eine didaktische Vorlesung zur Linearen Algebra gegeben.

Am bonnerstagnachmittag wurden Filme (Unterrichtsmitschauen)

gezeigt, die anldBlich einer fachdidaktischen Veranstaltung in

Karlsruhe aufgenommen wurden. Es handelte sich um Ausschnitte
aus einzelnen Unterrichtsstunden iiber Lineare Algebra, die in
verschiedenen Klassen von verschiedenen Lehrern gemdfl den in
Baden-Wiirttemberg giiltigen Lehrplinen gehalten wurden. Im Rah-
men der Schlufsitzung am Freitag gab Herr Winkelmann einen

Uberblick iiber die Situatipn in den verschiedenen Bundeslidndern.
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Vortragsausziige

PROFKE, L.:Welche Lineare Algebra in der Sekundarstufe II?

Zur Behandlung von Problemen aus der linearen Wirtschaftsalge-
bra, der Physik, der Geometrie kommt man in der Schule aus mit
einer vektoriellen Behandlung (Zusammenfassung von n-tupeln zu
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neuen Rechengréfen, ihre komponentenweise Addition und Verviel-
fachung, die .Aquivalenz von Vektor- und Komponentengleichungen,
eventuell Matrizenschreibweise), der Ldsung linearer Gleichungs-
systeme mit dem GauBschen Algorithmus und einer '"geometrischen
Veranschaulichung'" (Deutung von n-tupeln als Punkte oder Vekto-
ren, natiirliche Verallgemeinerung der analytischen Geometrie des
Anschauungsraums auf den M.

Es ist zweifelhaft, ob sich die lineare Algebra zur Einfithrung in

"strukturelles Denken'" eignet:

- Beispiele werden nur so weit behandelt, bis sich die charakte-
ristischen Vektorraumeigenschaften ergeben. ‘

- Man erfindet kiinstliche Beispiele, um die Wichtigkeit der Be-
griffe zu demonstrieren.

- Entweder kommen die allgemeinen Begriffe in den Beispielen
nicht zum Tragen, .oder die Vektorraumtheorie erscheint fiir die
Beispiele hdufig unangemessen kompliziert. ’

- Zur Wirdigung eines liickenlosen Aufbaus der Geometrie mit Hilfe
der linearen Algebra mufl dieAGeomet:ie zuvor unabhidngig von der
linearen Algebra pridzisiert sein. o

Demgegeniiber sollte das ridumliche Anschauungsvermdgen anhand der
analytischen Geometrie des Raumes ausgeformt werden. Der Raum und
spiter der R" dienen als Trdger-der mathematischen Modelle von
Sachproblemen upd zeigen so deren strukturelle Gemeinsamkeiten;
Bei der Behandlung linearer Gleichungssysteme kann man auf wichti-
ge Begriffe und Sidtze der linearen Algebra zu sprechen kommen.

Vorschlag fiir einen Grundkurs:

- Von vektoriellen Gréfen zu Vektoren des (euklidischen) Raums
- Beschreibung linearer Gebilde im Raum

- Skalarprodukt im Raum

- lineare Gleichungssysteme

- lineare Ridume (fakultativ)

Die Gegeniiberstellung fithrt auf die - durch neue Lehrplidne und
Lehrbiicher bestdtigte - Vermutung, daB ein Vorziehen von Teilen
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der Linearen-Algebra in die Oberstufe nur um den Preis einer
drastischen Verminderung der Beziehungshaltigkeit zu erreichen
ist, mit der Konsequenz einer Anderung der Unterrichtsatmos-
phidre: weniger Entdecken und Farbigkeit, mehr Terminologie und
scholastisches Abhandeln. Ausgehend von der These, daB auch

fir den Mathematikunterricht eine hohe Beziehungshaltigkeit zu
fordern ist, wird ein entsprechender Aufbau der analytischen
Geometrie vorgeschlagen, unter Einbeziehung der (gegen die blof3
linearen Gebilde "farbig" kontrastierenden) Kegelschnitte, fer-
ner mit Beziehungen zur Analysis und Physik. Fiir letzteres
spricht u.a., daB die Physik nicht nur "Anwendungen'" der Mathe-

matik erméglicht, sondern zu mathematischer Einsicht selbst An-
lal gibt.

TOUSSAINT, M.: Lineare Algebrh in der Oberstufe: Wenn ja, dann

wie?

Ein fundamentaler Irrtum der Schulmathematik ist die Meinung,

| da man eine deduktive Theorie wie die Lineare Algebra auch
"deduktiv-axiomatisch unterrichten misse. Die Methode der Hoch-

| schule wird hier unreflektiert auf die Schule ilbertragen. Wis-

| senschaftspropideutik als Lernziel der Kollegstufenkurse wird

: dabei grindlich miflverstanden. Es ist jedoch eine oft wieder-

i holte Forderung, daB der Unterricht fiir den Erstlerner genetisch
} sein sollte. Die Entwicklungsgeschichte der Mathematik zeigt,

j daBl die Bearbeitung und L6sung wesentlicher Probleme einer Theo-
rie ihrer Axiomatisierung und deduktiven Darstellung vorausgeht.

| An typischen Beispielen wird gezeigt, wie man den Schiiler als
| Erstlerner dazu bringen kann, wesentliche Teile der Linearen Al-

gebra selbst zu erschaffen, statt sie als Fertigprodukt zu kon- .
sumieren.

DEGEN, W.: Einige Anwendungen der Linearen Algebra

In dem Vortrag wurden einige Anwendungsbeispiele aus der numeri-
schen Analysis vorgefiihrt, bei welchen einschldgige Begriffs-
bildungen und typische SchluBweisen der linearen Algebra an we-
sentlicher Stelle eingehen oder vorteilhaft verwendet werden kén-
nen. Zugleich wurde darauf hingewiesen, daB die elektronischen
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v Taschenrechner auch dem gymnasialen Schulunterricht Méglich-
keiten eréffnen, die Effizienz mathematischer Methoden an nume-
rischen Beispielen sichtbar zu machen.

Im einzelnen wurden folgende Themen angesprochen:

Existenz- und Eindeutigkeitssatz der Polynominterpolation, li-
neare Differenzengleichungen und Bernoulli-Verfahren, Niherungs-
18sung eines Randwertproblems mit Differenzenmethoden (Sinus-
funktion), Vorstellung eines iterativen Verfahrens zur. Berech-
nung natiirlicher kubischer Spline-Funktionen und ein geometri-

. scher Beweis des Alternantensatzes fiir die diskrete Tscheby-
scheff~Approximation.

JAEGER, A.: Lineare Algebra in der hdheren Schule aus der Sicht
der Wirtschaftswissenschaft, wirtschaftliche Fragestellungen
fiir Motivation und Anwendungen

Die Lineare Algebra der Schule sollte auch die endliche gerich-
tete Graphen- und Netzwerktheorie umfassen; und die grundlegen-
den Isomorphismen zwischen zweistelligen Relationen (zwischen
bzw. auf Mengen), (zweiteiligen bzw. einteiligen) Pfeildiagram-
men und BOOLEschen Matrizen kdnnten frihzeitig und auch im Zusam-
menhang mit wirtschaftlichen Fragestéllungen behandelt werden.
Dies wird u.a. an den Beispielen des (qualitativen und spiter
quéhtitativen) Teilebedarfs (GOZINTO-Diagramm) und dem LEONTIEF-
schen Modell gezeigt, die gleichzeitig ansprechende Beispiele fir
Motivation (Definition der Multiplikation graphentheoretisch mo-
tiviert) und Rechentechnik (z.B. NEUMANNsche Reihen und ihr Ab-
brechen im Falle von Dreiecksmatrizen) geben. Bei der ersten Be-
. handlung von linearen Gleichungssysiemen sollten (und zwar schon
im Falle einer Variablen: ax = b). die Fallunterscheidungen: ein-
deutig, mehrdeutig 16sbar behandelt werden. Auch bei wirtschaft-
lichen Beispielen zeigt sich die Wichtigkeit der frithen Einfiih-
- rung des Begriffs der linearen Abbildung.

MOLLER, H.: Anwendungsorientierte lineare Algebra und analytische

Geometrie

Unter Verwendung einer Vorlesungsausarbeitung von L. Fihrer
(Geometrie fiir die gymnasiale Oberstufe; TU Berlin 1974) wird
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ein "Minimalkonzept' vorgestellt, das zunidchst ein mathemati- ¢
sches Modell fiir den Anschauungsraum entwickelt und anschliefBend |
dessen Tragfdhigkeit erweist. Durch die Beriicksichtigung konve- ;
xer Polyeder ergibt sich dabei zugleich éine Moglichkeit, die j
fir immer weitere Anwendungsbereiche wichtige lineare Optimie-

rung in der Schule einfithrend zu behandeln.

DRUMM, V.: Eine einfache Kennzeichnung der euklidischen Véktor-

rdume

Ausgehend von der Forderung nach einer sinnvollen Lingenmessung

in einem Vektorraum V, wird zunichst der Zusammenhang von Ldn-
genfunktionen und Eichmengen betrachtet. Mit Hilfe der gegebenen
Lingenfunktion und des "Satzes von Pythagoras" wird in V eine
Orthogonalitidtsrelation definiert. Durch die Forderung nach der

Existenz eines "Lotes" zu jedem Vektor ¢ #v erreicht man, daB
die Lingenfunktion von einem Skalarprodukt induziert wird und

die zugehorige Eichmenge eine Ellipse (Ellipsoid) ist.

FRITSCH, R.: Hoher-dimensionale Elementargeometrie

Aus den linearen Operationen eines euklidischen Vektorraums V |

ergeben sich nach W. Bos die affinen Operationen:

VeV, (x,p,y)— Xgy:i= X-pty ' |
\

vaz_’ v, (Arp’Y)'_’AI‘JY

Ay+(1-2)p

3
Vi— R, (X,P’)’.)r—'x

n

pY (x-p) * (y-p), i :

die einen bequemen Kalkiil zur Behandlung elementargeometrischer

Probleme liefern (Eine ausfiihrliche Darstellung dieses Kalkiils
von W. Bos und G. Wolff erscheint voraussichtlich im Frihjahr
1978 in den Mitteilungen des Mathematischen Seminars der Univer-
sitdt Gieflen).

Wie man damit Aussagen der ebenen Elementargeometrie in den Raum
tiibertragen kann, 148t sich beispielshalber an der Dreiecksunglei-
chung und am H6henschnittpunkt demonstrieren (Moglichkeiten fiir
Kantenlidngen oder Flidcheninhalte der Randdreiecke, verschiedene
Verallgemeinerungen des Hohenbegriffs).

\
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’ GROSSER, S.: Ein explizites Modell der projektiven Ebene -

Ausgehend von der iiblichen Dérstellung des zweidimensionalen
projektiven Raumes als des Raumes der Geraden durch den Ur-
sprung im R3 wird die Frage der Veranschaulichung der Kurven
zweiter Ordnung in diesem Raum aufgeworfen. Durch Projektion
auf die Einheitssphire au; dem Ursprung, geeignete Identifi-
kation und anschliefende stereographische Projektion erhdlt
man als Modell des P2 einen berandeten Einheitskreis mit Iden-
tifikationen, in dem die projektiven Kegelschnitte als Kurven
. héchstens 4. Ordnung erscheinen. Die Rechnungen beniitzen teils
Vektormethoden, teils elementare Fakten liber komplexe Zahlen.
Vorteile dieses Modells: ' ' '
(1) Unendlich ferne Punkte werden "greifbar”;
(2) Gegeniiber der herkémmlichen Diskussion der Projektivitit
im Rahmen der linearen Algebra werden Anschauung und geo-
. metrische Motivation hervorgehoben;
(3) Gewisse Eigenschaften des Modells, wie z.B. Drehungsinva-
rianz, kdnnen durch komplexe Methoden leicht nachgewiesen
werden. ' ~ . '

\

rechnung

Ausgehend von Piagets Vermutung der Existenz von Strukturen,
die auf verschiedenen Entwicklungsstufen immer wieder fiir Fort-
schritte des mathematischen Entwicklungsprozesses kennzeichnend
sind, von Piaget als "Gruppierungen" bezeichnet, wird als Form-
. prinzip fiir geometrische Axiomatiken vom Vortragenden eine be-
stimmte Klasse von Relativen (Relationenalgebren) vorgeschlagen.
Es werden diesem Formprinzip entsprechende "Richtungsgruppierun-
gen" angegeben, die fiir die im Hilbertschen Sinne angeordnete
affine Geometrie kennzeichnend sind, aber zu anderen geometri-
schen Axiomen (als den Hilbertschen) fithren. Diese Gruppierungen
sind als Vorstufe der Vektorrechnung und zugleich als hinfiihren-
de Vorbereitung zu nutzen. Der Kongruenzlehre entsprechende Ab-
standsgruppiefungen, die in hinreichender Vertrﬁglicﬁkeit mit
den Richtungsgruppierungen stehen, erméglichen den konstruktiven
Aufbau des Vektorraumes aus der Geometrie, ohne daf auf dem Wege
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dahin auf das operative Moment der ‘Algebra (hier wirksam als .
Relationenalgebra) verzichten zu miissen.

FISCHER, E.: Das Rechnen mit Relationen als Grundlage fiir einen

-Einstieg in die axiomatische Geometrie auf der S TII

Es wurde iber eine Unterrichtsreihe zur Einfiihrung der Begriffe

des Spernerschen Raumes und des affinen Raumes berichtet, die

sich auf den Arnoldschen Gruppierungsbegriff (in einer zunidchst
abgeschwichten Form) stiitzt. Der Referent sah in der Aufnahme

von Sperner-Rdumen in den Gymnasialunterricht folgende Vorteile:

a) Sie sind besonders einfach strukturiert, b) sie beschrédnken .
sich nicht auf Ebenen, c) sie erlauben, auf einer spédteren Lern-

stufe durch Hinzunahme eines einzigen Axioms die affinen Geome- ,
trien zu gewinnen, d) sie beziehen mithin die Anschauungsebene
und den Anschauungsraum mit ein. Die Arnoldsche relationentheo-
retische Axiomatik wurde aus folgenden Griinden verwendet: a) Sie
benétigt die fiir die Schiiler mit einer gewohnten Vorstellung
verketteten geometrischen Grundbegriffe nicht; bi‘die den Schii-
lern daher selbstverstidndlich erscheinenden affin-inzidenzgeo-
metrischen Axiome werden zu Sdtzen; c) Kenntnisse liber Relatio-
nen und Gruppen lassen sich im Geometrieunterricht vorteilhaft
verwenden; d) der Vektorraumbegriff kann auf einer spiteren
Lernstufe, auf den Gruppierungsbegriff aufbauend, erarbeitet wer-
den. -

KIND, B.: Bericht iiber ein Seminar: "Geometrie im Schulunter-

richt mit Videoaufzeichnungen"

Deutsche
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Der Vortrag beschreibt die Konzeption, die Durchfiilhrung und ‘
erste Ergebnisse eines didaktischen Seminars fiir Studenten im
Hauptstudium. In diesem Seminar setzen sich die Teilnehmer mit
der Vermittlung von Mathematik (hier sbeziell Geometrie) nicht
nur kognitiv auseinander, sondern iben sie im Rollenspiel, das

.mit einer Videoanlage zur spdteren Besprechung festgehalten wird.
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REICHEL, H.-Chr.: Zur Gestaltung einer Lehrveranstaltung iiber

"Didaktik der Linearen Algebra und Analytischen Geometrie an

der gymnasialen Oberstufe"

Es wird ein Vorschlag zur Gestaltung von didaktisch orientierten
Lehrveranstaltungen mit dem im Titel genannten fachlichen Schwer-
punkt vorgestellt und diskutiert (Vorlesung, Ubung, Konversato-
rium; derartige LV sind nun ja in der Lehreraus- und -fortbil-
dung durchwegs vorgesehen oder zumindest empfohlen). - Was ist
der Sinn und das Ziel einer solchen Vorlesung? Welche Inhalte
kdonnen (sollten) abgedeckt werden? Wann und in welchem Kontext
soll eine derartige LV angeboten werden?

Im Laufe des Vortrages ergibt sich auch die Gelegenheit fiir Be-
merkungen zu den konkreten Fragestellungen der Tagung: "Lineare
Algebra an der Schule? Und wenn ja, dann wie?"

(1) Welche Lehrziele kénnten (sollten) erreicht werden; welche
didaktischen Prinzipien kénnten an welchen Stellen zum Tragen
kommen?

(2) Zum Vektorbegriff an der gymnasialen Oberstufe.

(3) Anwendungsoriéntiertheit (z.B. Lineare Optimierung: was,
warum und wie?)

(4) Zum Verhdltnis "Geometrie Lineare Algebra'" (Vektorrdume und/
oder affine Riume? Welchen Zielen konnte eine explizite Behand-
lung des Begriffes "affiner Raum" dienen? Ergibt sich daraus be-
reits eine Methode fiir den Unterricht?

(5) Ist das Lehrziel "Strukturelles Denken Lernen" in der Line-
aren Algebra auch ohne Axiomatik erreichbar? Dazu ein Beispiel.
(6) Verschiedene Einstiége und Motivationen des Skalarproduktes
("Was ist eine gute Motivation?")

(7) Eine kurze Bemerkung zum Thema "Projektorientierter Unter-
richt und Lineare Algebra".

M. Toussaint (Karlsruhe)
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