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Tagungsbericht 12/1978

Arbeitsgemeinschaft Geyer-Harder
SLZ(R)

19. 3. bis 25. 3. 1978

Die: Friihjahrstagung der Arbeitsgemeinschaft wurdé von

G. Harder (Bonn/Wuppertal) und J. Rohlfs (Bonn) geleitet.

Teilnehmer
Bartels, Gottingen Harder, Wuppertal
Becker, Koln : = Helling, Bielefeld R
Borchers, Heidelberg Jantzen, Bonn
Brocker, Regensburg Kani, Heidelberg
Draxl, Bielefeld . Kiehl, Mannheim
tom Dieck, Gottingen Knebusch, Regensburg
Faltinés, Miinster Kneser, Gittingen
Fischer, Bremen Kraft, Bonn
‘ Forster, Minster Lai, z. Zt. Bonn

F{eitag. Heidelberg . Lorenz, Mﬁﬁster
Frey, Saarbriicken Maus, Gottingen
Gamst, Bremen - Mendoza, Wuppertal
Gerritzen, Bochum Mennicke, Bielefeld
Geyer, Erlangen Miller, Karlsruhe

' Grunewald, Bielefeld Oogg,y, z. /Zt. Bonn
Hahnel, Wuppertal Opolka, Miinster
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Poguntke, Bielefeld Schlichting, Miinchen

Ramanathan, z. Zt. Bonn Schwermer, Bonn

Rohlfs, Donn Siebeneicher, Bielefeld
Schappacher, Gottingen Stuhler, Gottingen
Schleich, Wuppertal ) Wirthmiiller, Regensburg

Das erste Ziel der Tagung war, die Darstellungsfheorie von
GL2(k). k = R, €, zu erarbeiten. Ausgehend von der allgemei-
nen Theorie der Banachdarstellungen von reellen Liegruppen G
(abzdhlbar im Unendlichen) wurde das Problem der Klassifika-
tion von zuldssigen, topologisch vollstiindig irfeduziblen
Darstellungen von G algebraisiert und auf die Bestimmung der
irreduziblen (EvK) - Modﬁln zurﬁckgefﬂhpt. babei bezeichnét g
dié Liealgebra von G, und K eine maximal kompakte Untergruﬁpe
von G. Eine vollstindige Klassifikation aller irreduziblen
(g,K) - Moduln wurde fiir G = GLz(k)ﬁ k = R, €, geéeben. An-
schlieflend an die Bestimmung der unitidren irreduziblen Dar-
stellungen von SL2(R) wurden Matrixkoeffizienten solcher Dar-
stellungen und deren Diff;;entialgleicﬁungen behandelt. Die
Plancherel - Formel fir SLZ(R) ﬁnd ihre Bedeutung wurden aus-
fiihrlich diskutiert.,

Daran schloB8 sich das Studium der irréduziblen zuldssigen
Darstellungen von GLZ(F); F = nicht-archimedischer lokaler
Kbrper, an; iiber die Konstruktion von sogenannten super-
cuspidalen Darstellungen mit Hilfe des Begriffs dep Weil -
Darstellung wurde berichtet.

Die bis dahin erarbeitete lokale Theorie wurde dazu benutzt,
die Zusammenhinge der Darstellungstheorie von GLZ(A). A = Ring

der Adele von Q, mit der Theorie der automorphen Formen dar-
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zulegen, Uber die Vermutung von-Weil, die zwischen der Hasse -
Weil - Zeta - Funktion einer elliptischen Kurve iiber Q mit
Fiihrer N und der Zeta - Funktion einer gewiséen Spitzenform
vom Gewicht zwei beziiglich r;(N) eine'Korresp;ndenz herstellt,
wurde berichtet. Sie wurde dann in allgemeinerer Form dar-
stellungstheoretisch formuliert. A;fbauend auf'diése, in
Spezialfillen klassischen Zusammenhidnge zwischen elliptischen
Kurven, automorphen Formen und Darstellungstheorie schlof die
Tagung mit einer skizzenhaften Einfiihrung in die sogenannte
"Langlands -~ Philosophie"; insbesondere wurde die KorfeSpoq-
denz zwischen den Aquivalenzklassen zweidimensionaler Dar-
stellungen der Weilgruppe HC/R von ﬁ und den Aquivalenzklassen
irreduzibler zulissiger Darstellungen von GLZ(M) hergestellt.

Vortragsausziige

E. Beckers: Grundbegriffe der Darstellungstheorie

Fiir Banachdarstellungen von lokalkompakten Gruppen bzw. Alge-
bren iiber € wurden die Begriffe der algebraischen, dér alge-
braisch vollstidndigen, der topologischen, der topologisch
vollstindigen Irreduzibilitit eingefithrt. Schurs Lemma wurde
bewiesen. Es wurde gezeigt, dafl eine zulidssige topologisch

irreduzible Darstellung auch topologisch vollstiindig irredu-

. zibel ist.

AuBBerdem .wurde iiber Cartan- und Iwasawa-Zerlegung von GLZ(N)

und GLZ(C) berichtet., -
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G. Harder: Zuldssigkeit von topologisch veollstidndig irredu-

ziblen Darstellungen

Sei w: G-—;————AGL(E) eine topologisch vollstdndig irreduzible
Banachdarstellung einer halbéinfachén reellen Liegruppe mit
endlichem Zentrum. Mit der Methode von Gﬁdement (frans. Amer.
Math: Soc., 73 (1952), pp. 496 - 556) wurde gezeigt, daB fir
jede irreduzible Darstellung § einer maximal kompakten Unter-
gruppe K von G fiir-die Multiplizitit m(§) von § in Ik gilt:
m(§) £ dim § . Fiir G = SL2(®) wurde nachgewiesen, dafl m(§) £ 1

gilt.

1. Faltings; Differenzierbare und analytische Vektoren

Istw: G———— 3 GL(E) eine Banachdarstellung einer recllen
Liegruppe G (abzdhlbar im Unendlichen), éo heilst x e E diffe-
renzierbarer bzw. analytischer Vektor fiurWw , wenn die Abbil~
dung g———— 5 w(g)x ein ilement von C®(G,E) bzw. C¥(G,E) ist.
Der Raum der differenzierbaren (bzw. analytischen) Vektoren
liegt dicht in E, Ist (w,E) zulidssig, K maximal kompakte
Untergrﬁppe von G, so besteht der Raum EK der K - endlichen
Vektoren von E aus analytischpn Vektoren.,

Es wurde der Begriff des (5,K) ~ Moduls, g = Liealgebra von
G, eingefﬁhrt und folgender Satz gezeigt: Eine zuldssige Dar-
stellung (w,E) ist geﬁau dann topoiogisch vollstidndig irredu-

zibel, wenn EK ein algebraisch irreduzibler (g,K) - Modul ist,
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H. Kraft: Irreduzible (g,K) - Moduln fiir G = GLz(“)

" o N t
Sei G = GLy(R) = N.a.K® mit N = {140} a = {(5))s K = o,(n),
K° = SOZ(R), Ausgehend.von einem Quasicharakter m:A—C*
/A(‘;.:‘ = \!A\S‘.H,_ls‘sgngm‘ .se:nlim‘,s,.,s‘e €, my, m, € {0,1] be-

trachtet man die induzierte Darstellung von G auf
B(p): = {r:6——¢ 1 5.e1?, r(n )~~()L‘%r()}
s = o fice 120 £nag) = plo) [ ro ]

sowie den zugehodrigen (ErK) - Modul der K - endlichen Vektoren.

Setzt man s: = s, = Sy, m=|m, - my|, J: = s +8

2 Qv SO ist die

Darstellung irreduzibel ausgenommen in den beiden Fdllen

seN*, s - m ungerade, und -s € N*. s =~ m ungerade, wo es eine
Kompositionsreihe mit zwei Faktoren gibt, einer davon endlich-
dimeﬁsional. Man erhiilt auf diese Weise alle irreduziblen

(g,K) - Moduln und kann auch in den Termen s und m die Aqui-
valenzen beschreiben,. Fiir den Beweis konstruiert man zuniichst
alle irreduziblen (g,Ko)- Moduln, und beschreibt dann die Zer- -
‘legung eines (g,K) - Moduls in (g.Ko) - Moduln, unter Be-
nutzung der Wirkung des Elements cdz)eK‘\Ko

o

J.C. Jantzen: Irreduzible (g,K) - Moduln fiir G = GLZ(C)

Fir G = GLz(c) und K = SU(2) wurden die einfachen (g+K) - Mo~

duln konstruiert und gezeigt, daB sie durch ihren zentralen

Charakter und die auftretenden K - Typen eindeutig klassifi-
ziert werden. Fiir die Moduln, die von eindimensionalen Dar-
stellungen der Boreluntergruppe induzicert werden, wurden die
Kompositionsfaktoren bestimmt und gezeigt, «nfl jeder einfache
(g,K) - Modul als Untermodul in einer solchen induzierten Dar-

stellung auftritt,
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0. Forster: Unitdre Darstellungen und diskrete Serie

Es wurden die unitarisierbaren irreduziblen Darstellungen

von SLZ(R) bestimmt, Es handelt sich dabei.neben der tri;
vialen Darstellung um dig Darstellungen der sogenannten
Haﬁptserie, komplementdren Serie, diskreten Serie und "mock"
diskreten Serie. Fiir die diskrete Serie kann man eine ﬁeali-
sierung wie folgt beschreiben: Sei m 2 2 eine natiirliche

Zahl. Sei E = Liol(H,qgm) der Hilbertraum aller auf der oberen

Halbebene H = {z = x +iye €, y>o0} bzgl. des Malles

dFm E ym"qudy quadratintegrierbaren Funktionen. Die durch
az 4+ b ~-m ab -1
(Trm(s)f)(z): = f(-a—z—Td—) lcz + d} ’ (c d) = s

definierte Darstellung T : sx,z(ui)———> GL(E) ist unitir
und irreduzibel mit niedrigstem Gewicht m, Die Matrixkoeffizi-

enten dieser Darstellung liegen in L2, fir m & 3 sogar inhL1.

T. tom Dieck: Matrixkoeffizienten der irreduziblen Dar-

stellungen von SLZ(R)

I

In Anlehnung an die Arbeit von Bargmann (Ann. of Math. 48,
(1947), pp. 568 - 6lo) iiber die unitidren Darstellungen von
SL,(R) = SU(1,1) wurde iiber die Matrixkoeffizienten der
irreduziblen Darstellungen und deren Differentialgleichungen
berichtet. [stT: G = SLZ(R)——————)GL(E) eine irreduzible
Darstellung in einem Hilbertraum I mit Skalarprodukt < , >,
sind v,w ¢ E differenzierbare Vektoren und bezeicﬁnet C den
Casimir-Operator von G, so geniigt die Funktion

c (g): =4(r(g)v,w) der Differentialgleichung Ce, . = c('rr)cV
’

V,w » W
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mit einem von Tr abhingigen Skalar c(w). Fiir K = 50(2) be-
a zeichne E(1) = {veE|W(e(0)) = ellev} , 1 eN, Wihlt man

v e E(m), we E(n) und berechnet C in Koordinaten m,x, ¥

. . -0) .
cosh x ell”'q)sinh x elv‘
(wobei . s , | dic Elemente von Su(1,1)),
sinh x er "™ cosn x &MY .
|
so erhdlt man fir um,n= = cv,w in x eine Differentialglei-

(y)

1 -
chung, die bei der Transformation u_ n(y)= y m"““quy)Mm‘nkm n
. * ’

‘ in die hypergeometrische Differentialgleichung (mit geeig-
neten Parametern fiir Vm,n(-Y) ) iibergeht. Dadurch erhiilt man
Zusammenhinge zwischen Matrixkoeffizienten und speziellen
Funktionen: hier dgn hypergeometrischen.

Im Anschlufl daran wurde iiber -die Weyl-Titcdmarsh-Kodaira -

toren berichtet und skizziert, wie die zugehirigen Eigen-

funktionentwicklungen zur Plancherel-Formel fiir SLZ(R) fiihren,

D. Poguntke: Spuren irreduzibler Darstellungen von SLZ(N)

Es sei ™ eine (nicht notwendig unitire) starkstetige, irredu-

éible Darstellung von SLZ(R) in einem Hilbergraum. Flr jedes
. fe C‘:(SLZ(R)) ist dann w(f), durch w(f)v: =J f(x)w(x)v dx

definiert, ein Spurklasse-Operator, und die Spur vonw(f)

Theorie der selbstadjungierten singulidren Differentialopera-
hidngt nur von der ‘infinitesimalen Aquivalenzklasse von W ab,

_Weiter ist f Spw(f) eine Distiyibution auf SLz(H). und
in der Tat eine Funktion, d.h. diese Distribution wird durch
eine lokal integrierbare Funktion T, dargestellt. Diese Tat-

sachen konnten in diesem Spezialfall mit elementaren Methoden

‘ ’ eingesehen werden; die Funktionen Ty, wurden explizit angegeben.
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J. Gamst: Die Plancherel-Formel fiir SLz(m)

Sei fe C:(G). G = 'SLZ(R); dann gilt die folgende Formel:

(%) 2x£(1) = m Sn(f)-b-ﬂ,!’l‘;‘(f))\ tanhLer‘ dA

n+0
-H'IJ.‘T;(f))\ cothlgl dN

da{bei bezeichnet Sn die Spur einer diskreten Seriendarstellung '

.vo-m Gewicht m = n+1 fiir n>o0 bzw. m = n - 1 fiir n< o; TX’ bzw.
T; die Spur einer Darstellung in der ggraden bzw. ﬁngeraden
Hauptserie zum Index s = ik ,AGR. Die komplementire Serie
liefert keinen Beitrag. Durch geeignete Wahl eines Mafles da
(Plancherel-MaB genannt) auf der Menge (H der Isomorphieklassen
von unitiren Darstellungen von G kann (%) geschrieben werden

.

in der Form:

(1) = f spr(f) de(w) .
a

£s wurde eine'Beweismethode von Harish-Chandra skizziert.

F. Lorenz: Hauptseriendarstellungen fiir GLZ(F), F nicht- .

archimedischer lokalkompakter Korper

Man nennt eine Darstellung W von G = GLZ(F) auf einem kom-
plexen Vektorraum V zulidssig, wenn der Stabilisator in G
eines jeden veV éine offene Untergrupﬁe der maximal kompak- '
ten Untergruppe K = GLZ(G%) ist, und fiir jede offene kompakte

Untergruppe U der Raum VU der Fixelewente unter U endlich-

dimensional ist. Es wurden fiir zwei Quasichuraktere/u1,/A2
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von F* die induzierten Darstellungen (Hauptserie genannt)
PS(pyopty) = {r:c-—-—»c lokal konstant,

e[S 8)8) = b (t) [ §2]™ o), bty et
eingefiihrt und deren Reduzibilitiitsverhalten studiert. Die
Diskussion des Klassifikationsproblems ergab dann, daB jede
irreduzib;e zuléséige Dar§te11ung " von G eine Unterdar-
stellung einer Hauptseriendarstellung ist;, es sei denn, daB
W eine sogennnnté supercuspidale Darstellung ist. Diese sind
durch Aie Tatsache charakterisiert, daBl ihre Matrixkoeffizi-

enten kompakten Tridger haben (modulo dem Zentrum von G).

G. Frey: Supercuspidale Darstellungen fiir GLz(F)

Mit Hilfe des Kirillov-Modells von irreduziblen zulissigen
Darstellungen vcn‘GLz(F) wurden einige Eigenschaften super-
cuspidaler Darstellunéen hergeleitet. Eine Konstruktioﬁ von
supercuspidalen Darstellungen kann unter Verweﬁdung von
irreduziblen endlichdimensionalen Darstellungen der multi-
plikativen Gruppe der Quaternionenalgebra iiber F bzw, von
quadrntiscﬁen Erweiterungskdorpern von f mit Hilfe der Weil -

Darstellung durchgefiihrt werden,

H. Helling: Darstellungen von GLZ(A) und automorphe Formen

Die (lokalkompakte topologische) Gruppe G(A) = GLZ(A) iiber
dem Adelering A von Q wird in LZ(G(Q)\G(A)) durch die Vor-
schrift (=) ——— f(—g) (ge G(A)) unitiar dargestellt.

Fouriertransformation beziiglich der Idelklassengruppe A*/Q*
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erlaubt eine Auffassung von L2(G(Q)\G(A)) als direktes Inte-
gral [ L3(G(Q\G(4),9) ¢ . LP(G(Q\G(A),¢) zerfillt in den
Raum der Spitzenformen uﬁd dessen orthogonales Komplement.

Dann wurde gezeigt: 1) Der Raum Li(G(Q)\G(A),?) der Spitzen-
formen ist Hilbertraumsumme von irreduziblen unitidren d(m) -
Moduln mit Vielfachheit Eins; 2) Die in Ls(G(Q)\G(A),Y) auf-

tretenden irreduziblen Darstellungen kénnen durch automorphe

* Formen zu Gruppen PO(N) gekennzeichnet werden.

Die Multiplizitdt-Eins-Aussage bedeutet dabei die Tatsache,
daB automorphe Formen, die Neuformen sind, durch Angabe fast
aller ihrer Eigenwerte unter den Hecke-Operatoren festgelegt

werden.

J. Mennicke: ZetaoFunktioﬁen

Berichtet wurde, in Vorbereitung des Vortrages von F. Grune-

wald, iber klassische Zeta-Funktionen und iber Zeta-Funktionen

zu Spitzenformen fe¢ Sk(SLz(ZJ). Die Zuordnung von Zeta-Funkti-

onen zu Spitzenformen geschieht mit Hilfe der Mellin-Trans-
formation. Es wurde die Version der Mellin-Transtormation in
der Adelesprache angegeben, die die Zeta-Funktionen fiir Dar-
stellungen der GLZ(A) mit Hilfe‘des Whittaker - Modells vor-

bereitet.

F. Grunewald: Weil - Vermutung und Darstellungen fiir GLz(Aj

Einer irreduziblen zulissigen (unendlichdimensionalen) Dar-

stellung 7r von GLZ(k), k = R, Qp, wurde mit Hilfe des Whittaker-'
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Modells eine lokale Zeta-Funktion in Abhdngigkeit von einem

komplexen Parameter s zugeordnet. Sie besitzt eine analytische

P

Fortsetzung auf die ganze komplexe Ebene und geniigt einer

Funktionalgleichung. Die hierbei auftretenden, W zugeordneten

lokalen Eu}er - und &€ - Faktoren wurden angegeben.

Dann wurde glogal eine darstellungstheoretische Formulierung

der Weil - Vermutung gegeben, die eine Korrespondenz zwischen

der Hasse -~ Weil - Zeta—Funktionveiner elliptischen Kurve E
‘ iilber @ und der globalen Zeta-Funktion zu gewissen Darstellungen

von GLz(A) herstellt, die in Li(GLZ(Q)\GLZ(A)) vorkommen,

Die Tagung schlofl mit einem Ad-hoc - Vortrag von G. Harder

zur "Langlands - Philosophie".

J. Schwermer (Bonn)
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