
j l

MATHEl'fATISCHJ!;S FOHSCBUNGSINSTITUT OUEHWOLFACH

Tag u n g 5 b e r ich t 12/1978

Arbeitsgemeinscha:ft Geyer-Jlarder

SL
2

(R)

19. ). bis 25. J. 1978

Die·~rühjahrstagungder Arbeitsgemeinscha:ft wurde von

G. Harder (Bonn/Wuppertal) und J. Rohlfs {Bonn) geleitet.

Teilnehmer

Barteis, Göttin.gen

Hecker, Köln

Borchers, Heidelberg

Bröcker, Regensburg

Draxl, Biele:feld

tom Dieck, Göttingen

Faltings, Münster

Fischer, Bremen

Forster, Münster

Freitag, Heidelberg

Frey, Saarbrücken

Gamst, Bremen

Gerritzen, Bochum

Geyer, Erlangen

Grunewald, Biele~eld

Bahnel, \iuppertal

Harder, Wuppertal

Helling, EieleCeld

Jantzen '. Bonn

Kani, Heidelberg

Kiehl, Mannheim

Knebusch, He~ensburg

Kneser, G()ttingen

Kra:ft, Donn

Lai, z. zt. Honn

Loren?;, Münster

Maus, .Göttingen

Mendoza, Wuppertal

Mennicke, Bielefeld

Milier, Karlsruhe

Ogg, z. Zt. Bonn

üpol'{a, Mi.ins te.l"

                                   
                                                                                                       ©



2· ~ "

! ~ ~~\ ~
I~_......-.a-IiIA.~-."-'-~."_

Poguntke, Bi~lefeld

Ramnnathan, z. Zt. Dann

Rohlfs, Bonn

Schappacher, Göttingen

Schleich, Wuppertal

Schlichting, Miinchen

Schwermer, Dann

Siebeneicher, Dielefeld

Stuhler, Göttingen

WirthmUller, Regensburg

Das erste Ziel der Tagung war, die Dar~te11ungstheorie von

n, te, zu erarbeiten. Ausg'ehend von der allgemei-

nen Theorie der Banachrlarstellungen von reellen Liegruppen G

(abzählbar im Unendlichen) wurde das Problem 'der Klassifika-

tion von zulässigen, topalogisch vollstiindig irreduziblen

Darstellungen von G algebraisiert und auf' die Bestimmung der

irreduziblen (g,K) - Moduln zurückgeführt. Dabe~ bezeichnet g

die Liealgebra von G, und K eine maximal kompakte Untergru~pe

von G •. Eine vollständige Klassifikation aller ir~eduziblen

{,g,K} - Noduln wurde für G = GL2(k).~ k = R,' C, gegeben. An-

schließend an die Bestimmung der unitären irreduziblen Dar-

stellungen von SL2 (R) wurden Matrixkoefrizienten solcher Dar­

stellungen und deren Differentialgleichungen behandelt. Die

Plancherel - Formel für SL2 (R) und ihre Bedeutung \~rden aus­

fUhrlieh diskutiert.

Daran schloß sich das Studium der irreduziblen zulässigen

Darstellungen von GL2(F)~ F = nicht-archimedischer lokaler

Körper, an; tiber die Konstruktion von sogenannten super-

cuspidalen Darstellungen mit Hilfe des Oegrifrs der Weil -

Darstellung wurde berichtet.

Die bis dahin erarbeitete loltale Theorie lfilrde dazu benutzt,

die Zusammenhänge der Darstellungstheorie von GL
2

(A), A = Ring

der Adele von ~, mit der TheoriQ der aut9morphen FQrmen dar-
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zulegen. Über die Vermutung von Weil, oie zwischen der Hasse -

Weil - Zeta - Funktion einer elliptischen Kurve über Q mit

F'ührer N und der Zeta - Funktion einer ge'ofissen Spi tzenf'orm

vom Gewicht zwei bezüglich r
o

(N) eine Korrespondenz herstell t,

wurde berichtet. Sie wurde dann in allgemeinerer Form dar-

ste11ungstheoretisch formuliert. Aufbauend auf·di~se, in

Spezialfällen klassischen Zusammenhän~e zwischen elliptischen

e Kurven, automorphen Formen und Darstellungstheorie schloß die

Tagung mit einer skizzenhaften Einführung in die sogenannte

"Langlands - Philosophie"; ~nsbe50ndere wurde die Kor~espon-

denz zwischen den Äquivalenzklassen zweidimensionaler Dar-

stellungen der Weilgruppe Wein von ~ und den Äquivulenzklassen

irreduzibler zulässiger Darstellungen von GL2 (R) hergestellt.

Vortragsauszüge

E. Becker: Grundbegriffe der Darstellungstheorie

Für Danachdarstellungen von lokalkompakten Grunpen bz,~. Alge-

bren über C ,,,urden die Degriff'e rier algebraischen, der alge-

braisch vollständigen, der topologischen, der topologisch

vollständigen Irreduzibilität eingeführt. Schurs Lemma wurde

bewiesen. Es wurrle gezeigt, daß eine zulässige topologisch

irreduzible Darstellung auch topologisch vollstlindi~ irredu-

zibel ist.

Auf3erd cm .,,ru·reie iihcr Cartan- und Iwusawa-Zerlegung von GL
2

(u)

und GL
2

(C) berichtet.
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G. Harder: Zulässigkeit von topologisch vollständig irredu-

ziblen Darstellungen

Sei lT: G ---~)GL( J~) eine topologisch vollständig irreduzible

Banachdarstellung einer halbeinfachen reellen Liegruppe mit

endlichem Zentrum. Mit der Meth~de von Godement (Trans. Amer.

Math .. Soc., 73 (1952), pp. 496 - 556) wurde gezeifft, d.aß für

jede irreduzible Darstellung & einer maximal kompakten Unter- e
gruppe K von G CUr-die Multiplizit~t m(&) von & in n'K gilt:

m(&) ~ dim'. Für G = SL2 (V) wurde nachgewiesen, daß m(A) ~ 1

gilt ..

t1. Faltings: Differenzierbare und analytische VeJttoren

Ist lT: G , GL( E) eine Banachdarstellung. einer reellen

Liegruppe G ( abzählbar im Unendli chen), ·50 hei ut x E. E dif'fe-

renzierbarer bzw. analytischer Vektor :für lT, \venn die Abbil-

dung g ......---~ lT{g)x ein J~lement von COO(G,E) bzw. CW(G,Ji:;). ist.

Der Raum der di:fferen~ierba~en (bzw. analytischen) Vektoren

liegt dicht in E. Ist (w,E) zulässig, K maximal kompakte

Untergruppe von G, 50 besteht der Haum EK der K - endlichen

Vektoren von J~ aus analytischen Vektoren.

Es wurde der Degri:fr des (g, K) - ~1oduls, ß. Liealgebra von

G, eingef'ührt und folgender Satz g-ezeigt I l~il1e zulässige Dar-

stellung {tt,E} ist gcnau dann topologisch vollständig irredu-

zibel, wenn E
K

ein algebraisch irreduzibler (ß,K) - Modul ist.

                                   
                                                                                                       ©



--~

H. Krart: Irreduzible (~,K) - Moduln für G

Se i G = GL 2 ( R) = N. A. K
O

mi t N = {{l~ )} , A = {(~"t:Y3' K _= O2 ( n) ,

KO = S02(R)~. Ausgehend" von einem Quasicharakter JA:A-1~·

JA (~4 :\) = ,t..,s,... ,tt.'s,. SITn tim... s/~n t.,.m'L , 51" S"l ~ d::, m1 , m'\. 6 to, 1} be-

trachtet man die induzierte Darstellung v~n G Ruf

sowie den zugehörigen (g,K) - Modul der K - endlichen Vektoren.

Set z t man s: = s", - 5'1' m = IIn... - m"l.l, j: = s'" + St' So ist die

Darstellung irreduzibel ausgenommen in den heiden Fällen

5 (IN+, 5 - m ungerade, und -s E N+, 5 - m ung'erade, wo es eine

Kompositionsreihe mit zwei Faktoren gibt, einer davon endlich-

dimensional. Man erhtilt auf diese Weise alle irreduziblen

(g,K) -'Moduln und kann auch in den Termen sund m die Äqui-

valenzen beschreiben •. Für den ße,,,ei s kons.truiert mnn zunächst

alle irreduziblen (.ß,KQ~- Hoduln, und beschreibt dann die Zer­

. !egung eines (~, K) - Hoduls in (.ß" J{o) - Hoduln, unter Ae­

nutzung der Wirkunß des Elements t-: ~)~ K "K
o

J.C. Jantzen: Irreduzible (g,K) - Moduln CUr G

Für G .= GL2(~) und K = SU( 2) \furden die einfachen (g, K) - Mo­

duln konstruiert und gezeigt, rl~ß sie durch ihren zent~alen

Charakter und die auftretenden K - Typen eindeutig klassiri-

ziert werden. Für die P.1oduln, die von eindimensionalen D~r-

s tellung-en der Uorelun tcr/{ruppe j ndu7.ie.rt \'/erd eil, h·urrlen die

Kompositionsf'aktoren bestimmt und g-ezei~t, d;d3 ,jeder einfache

(gtK) - Hoctul ;]ls Untermodul in e.iner solchen inrluzinrten Dar-

stellung nuCtritt.
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o. Forster: Unitäre Darstellun~en und diskrete Serie

Es wurden die unitarisierbaren irreduziblen Darstellungen

von SL2 (R) bestimmt. Es handelt sich dabei· neben der tri-

vialen Darstellung um di~ Darstellungen der sogenannten

Hauptserie, komplementären Serie, diskreten Serie Ullrl "mock ft

diskreten Serie. FUr die diskrete Serie kann man eine Reali-

sierung wie folgt, beschreiben: Sei m ~ 2" eine natürliche

2
Zahl. Sei E Lho1 (H,djA-m) der Ililbertra~.lm aller auf dHr oberen

Halbebene H (z = x +iye. d:, y > o} bzg-l. des Maßes

m-2
dJAm = Y ~xdy quadratintegrierbaren Funktionen. Die durch

= f'( az .... b
d

) Icz + dl -m
cz +

-1s

definierte Darstellung lt
m

: SL
2

(,il) ) GL(B) ist unitär

und irreduzibel mit niedrigstem Gewicht m. Die Matrixkoef'fizi-

enten dieser Darstellung liegen in L2 , für m ~ J
.' 1

sogar in L •

T. tom' Dieck: Matrixkoeffizienten der i:creduzi bIen Dn.r-

stellungen von SL
2

(R)

In Anlehnu~g an die Arbeit von Dargmanll (Ann. 01 Math. 48,

(1947), pp. 568 - 640) über die unitären Drtrstellungen von

SL2 (ln) :; SU( 1 ,1) wurde Uber die Matrixkoef'fizienten dur

irrodu~iblen Darstellungen Ul1d deren DiCrerentialgleiehungen

berichtet. Ist lT: G = SL2 (U)----l) GL(E) eine irreduzible

Dars teIlung in einem H:i.lbertraurn l~ mi t Skalarproclukt < ) > ,

sind V,W E. E di.frerenzinrbare Vektoren und bezeichnet C den

Casimir-Opcrator von Go so genügt die Funktion

c (g): =(n( g)v, \i) der Dif'Cerentialgleichung Cev,w . v,w C(1r)C
V,ltl
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roi t einem von lr ahhängigen Skalar c (rr). Flir J( = SO( 2) be-

z eieh ne E ( l) = {v E. E I 11( e ( f) » = eilav 1 , 1 € (N. \1äh1 t man

v ~ E( rn), ,~e E( n) und berechnet C in Koordinaten ~ ,x,

(

h x e i (jA- +,J) sin h x e i (JA - -J) )'

(wobei cos -i ' ...... lI) die Elemente von SU( 1, 1 »,
sinh x ei (p-. -",) cash xe. '

so erhält man für u : = c in x eine Dif'ferentialglei-
mtn V,W

chung, die bei der Transformation Um,n(Y)= y-l/l1m-nl(1+y)-1/tlm+nlyrn,n(Y)

in die hyperge~metri5che Differentialgleic~ung (mit geeig-

neten Parametern fUr v (-y» iibergeht. Dadurch erhält man. ro,n .

Zusammenhänge zwischen Matrixkoef'fizienten und speziellen

Funktionen: hier den hypergeometrischen.

Im Anschluß daran wurde über· die Weyl-Ti t,~marsh-Kodaira -

Theorie der selbstadjungierten singulären Differentialopera-

toren berichtet und ·skizziert t wie die zugehörigen Eigen-

funktionentwicklungen zur Plancherel-Formel für SL
2

(ß) rUhren.

D. Poguntke: Spuren irreduzibler Darstellungen von SL
2

(11)

Es sei tr eine (nicht not\'1endig uni täre) starkstetige , irredu-

z i bl e Dar 5 tell u n g vo n SL 2 ( V'() in ein e m Hi 1 b er t rau m• FU r ,j ed es

f € C.~ ( S L 2 ( R» ist dann tr ( f'), rlure h 11" ( l' ) v : = J f' ( x ) rr( x ) v d x
G

definiert, ein Spurklasse-Operator, und die Spur von-rr(r)

hängt nur von der"infinitesimalen.Äquivalenzklasse von w?b.

\~ e i te r ist f ....------ta S p on{ :f) ein e Dis tri b 11 ti 0 n auf' S L2 ( H ), und

in der Tat eine Funktion, d.h. rliese Distribution wird durch

eine lokal integrierbare Funktion T~ dar,;estellt. Diese Tat-

sachen konnten in diesem Spezialfall mit elemeJltaren Methoden

einf~esehen '''erden; die Funktionen Ttr \o1urden explizit an:;eßeben.
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J. Gamst: Die l'lancherel-F'ormel f'ür SL
2

(iH)

..
Sei f~ C~(G), G = 'SL

2
(R)I dann gilt die rolgende Formel:

dabei bezeichnet Sn die Spur einer diskreten Seriendarstellung ~

vom Gewicht m = 0 ... 1 :fUr n')o bzw. m = n - 1 :Clir n( 0i T~ bzw.

Ti die Spur einer Darstellung in der geraden bzw. ungeraden

Hauptserie zum Index s = iA ," eR. Die komplementäre Serie

liefert keinen Beitrag. Durch geeignete Wahl eines Maßes d~

(Plancherel-Maß genannt) auf der Menge e der Isomorphiekla~sen

von unitären Darstellungen von G kann (*) geschrieben ,~erden

in der Form:

J Spn( f) d «. (TT )

Ci
Es wurde eine Ueweismethode von J-larish-Chandra skizziert.

F. Lorenz: Hauptseriendarstellungen für GL2 (F), F nicht-

archimedischer lokalkompakter Körper

Man nennt eine Darstellung V von G = GL
2

(F) auf einem kom-

plexen Vektorraum V zulässig, wenn der Stabilisator in G

eines jeden v E: V eine off'ene Untergruppe der maximal kompnk-

ten Untergruppe K = GL2 (&[i') ist, und für jede offene kompakte

Untergruppe U der Haum V
U

der li'ixelell1ente unter U endlich-

dimensional ist. Es ' ....urden riir zwei QuasicharaktHre J'A-l ' j'-A2

~
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von F. die induzierten Darstellungen (Hauptserie genannt)

PS (""1 'f4-2) = [:f': G-----f' C 10ka1 k 0 n s t an t ,

f'((; i:) g) =1'-1 (l,,)r2(f,) 1i;1~1t r(g). !11 1., l F~}

eingeführt und deren Rcduzibilitätsverhnlten studiert. Die

Diskussion des Klassifikationsproblems ergab dann, daß jede

irreduzib~e zulässige Dar~tellungtrvon G eine Unterdar­

stellung einer Hauptseriendarstellung ist. es sei denn, daß

_ 1Y eine sogenannte supercuspidale Darst.ellung ist. Diese sind

durch die Tatsache charakterisiert, daß ihre Natrixkoef'fizi-

enten kompakten Träger haben (modulo dem Zentrum von G).

G. Frey: Supercuspidale Darstellun~en flir GL
2

(F)

Mi t Hilfe des )<irillov-Hodells von irreduziblen zulässigen

Darstellungen vcn,GL2 (F) wurrtcn einige Eigenscharten super­

cuspidaler Darstellungen hergeleitet. Eine Konstruktion von

supercuspirlalen Darstellungen kann unter Verwendung von

irreduziblen endlichdimensionalen Darstellungen der multi-

plikativen Gruppe der Quaternionenal~ebraüber F bzw. von

quadratischen Erweiterungskörpern von F mit Hilfe der Weil -

Darstellung durchgeführt werden.

H. Helling: Darstellungen von GL
2

(A) und automorphe Formen

Die (lok;Ilkompakt.e topologischc) Gruppe G(t\) = GL2 (h\) über

dem Ad eIe r i 11 g h\ vo n Q '" i rd i Tl L2 ( G( Q)\ G (6\» dur eh" cl i e V0 .r -

schrirt J(-)---~)f'(-'g) (gE.G"(A» unitär dargestellt.

FouricrtransIorma·tion be~üglich der Idellclassengruppe o\*" /~:'I.
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erlaubt eine Auffassung von L
2

(G(Q)\G(A» als direktes Inte­

gral ~L2(G(~)\G(ä).~) d1 . L2(G(Q)\G(ä).~) zerfällt in den

Raum der Spitzen~ormen und dessep orthogonales Kompleme~t.

Dann lrorde gezeigt: 1) Der Raum L~(G(Q})\G(,4\),~) der Spitzen­

formen ist Hilbertraumsumme von irreduziblen unitären G(A) ­

Moduln mit Vielfachheit Eins; 2) Die in L~(G(q)\G(A),~) auf-

tretenden irreduziblen Darstellungen können durch automorphe

. Formen zu Gruppen ro(N) gekennzeichnet werden •.

Die Multiplizität-Eins-Aussage bedeutet dabei die Tatsache,

daß automorphe Formen, die Neuformen sind, durch Angabe fast

aller ihrer Eigenwerte unter den Hecke-Operatoren festgelegt

werden.

J. Mennicke: Zeta-Funktionen

Berichtet wurde, in Vorbereitung des Vortrages von .F. Grune~

wald, über klassische Zeta-Funktionen und über Zeta-Funktionen

zu Spitzenformen fe Sk(SL2 (2). Die Zuordnung von Zeta-Funkti-

onen zu Spitzenformen geschieht mit Hilfe der ~lellin-Trans-

formation. Es l~rde die Version der Mellin-Transt'ormation in

der .:\delesprache angegeben, die die 'Zeta-Funktionen :für Dar-

stellungen der GL2(~) mit Hilfe des Whittaker - Modells vor-

bereitet.

F. Grunewald: Weil - Vermutung und Darstellungen :fÜr GL
2

(A)

Einer irreduziblen zulässigen (unendlichdimensionalen) Dar-

stellung 1)- von GL2 (k), k = R, ~p' tofurde mit Hilfe des Whittaker-'
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Modells eine lokale Zeta-Funktion in Abhängigkeit von einem

komplexen Parameter s zugeordnet. Sie besitzt eine analytische

Fortsetzung auf die ganze komplexe Ebene und genügt einer

Funktionalgleichung. Die hierbei auftretenden, n zu~eofdneten

lokalen 8uler - und ~ - Faktoren wurden angeReben.

Dann \vurde glob.al eine darstellungs.theoretische Formulierung

der Weil - Vermutung gegeben, die eine Korrespondenz zwischen

der HaSse - Weil - Zeta-Funktion einer elliptischen Kurve E

über Q und der globalen Zeta-Funktion zu gewissen Darstellungen

Die Tagung schloß mit einem Au-hoc - Vortrag von G. Harder

zur "Lang-lands - Philosophie".

~. Schwermer (Bonn)
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