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Arbeitsgemeinschaft Geyer - Harder :

. Die Vermutungen von Hodge und Tate

vom 12. bis 18. April 1981

Diese Arbeitsgemeinschaft wurde von den Herren R.P. Lahglands und
M. Rapoport ( beide z.Zt. Bonn) vorbereitet. Ihr Ziel war es, einige
offene Probleme der algebraischen Geometrie, die die Existenz von
Untervarietiten einer gegebenen projektiven Mannigfaltigkeit betreffen,
an Hand von mbiglichst konkreten Beispielen zu erldutern. Genauer kon-
zentrierten sich die Vortrdge auf die Vermutungen von Tate und Hodge.
Diese Vermutungen wurden in den ersten beiden Vortrédgen vorgestellt
(siehe Vortragsauszige !), widhrend im Folgenden mehr oder weniger

allgemeine Resultate im Zusammenhang mit ihnen diskutiert wurden.

Vortragsauszijge

. 1. J. NEUKIRCH

Die Verf'nutungen von Tate

Sei X eine glatte, projektive, geometrisch zusammenhidngende Varietit

der Dimension n Uber dem Kbdrper k. Wir nehmen an, daB k von endlichem
Typv(jber seinem Primkorper ist. X = X X, k ist die Hochhebung von
X auf den algebraischen AbschluB von k. Man hat einen Homomorphismus
i }" (X) ——> H2"(>?) r) von der durch alle Zykeln Z

der Kodimension r auf X erzeugten freien abelscheén Gruppe 3,'”0?)

in die getwistete 1 - adische Kohomologie H2F(>?, (Dl)(r‘) . Schreibe :
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O (X) = '5, (X) / ker i , und O (X)fir die von den iiber k defi-
nierten Zykeln erzeugte Untergruppe von .01"(>?). SchlieBlich sei

G = Aut (k/ k) = Gal (kg /K.

~s

TATE - VERMUTUNG 1: (U (X ) ® Q = (|—42'”(>'<')(.~))G .

Fur die Formulierung der zweiten Tate - Vermutung sei k = Fq ein end-
licher Korper.

TATE - VERMUTUNG 11 : Der Z - Rang der Gruppe ar (X ) ist gleich
der Polordnung von §X (s) im Punkte s = r.

Dabei ist §X (s) die Zetafunktion der Varietit >§ Uber dem endlichen o

T -s_ -1 T -s i="
Kérper K : @ = I (1-nx) = [T det (1-q -H(X)S
Ix xelX| i=0 i :
Unter der allgemein erwarteten - aber nur in sporadischen Féllen nach-
gewiesenen - Bedingung, daB der geometrisché Frobeniusautomorphismus

? von X Uber k halbeinfach auf Hl (>_<) operiert, erweisen sich die
beiden Vermutungen sofort als &aquivalent. Ist X eine Fléache Uber dem

endlichen Kodrper k' und r =1, so kann man diese Agquivalenz beweisen.

Im Fall der Kodimension 1 liegen die meisten konkreten Rssultate vor.
Zum Beispiel ist Tate I Uber endlichem k bewiesen fur rationale Fldchen

X und K3 - Fldchen mit einem Buschel elliptischer Kurven.

Ist X eine abelsche Varietdt Uber k = Fq, so ist Tate I fur r=1

dquivalent zum Spezialfall X = Y wvom :
SATZ VON TATE : Die natirliche Abbildung

- > X
Z1 ® Homk( X,Y ) HomZILGJ( Tl( ), Tl( Y)) .r
ist ein Isomorphismus.

Hierbei ist 1 eine beliebige Primzahl ungleich der Charakeristik von Kk,

und Tl (X)) = Eim Xln bezeichnet den Tate — Modul von X .
Zum SchluB des Vortrages ‘wurde der Zusammenhang - und die Ver-
schiedenheit - der Tate - Vermutungen mit einer ganzen Reihe anderer

Vermutungen diskutiert. Die den Tateschen Vermutungen am nichsten Ver-

wandte unter diesen ist die Hodge Vermutung :
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2. J. STEENBRINK

Die Hodgesche Vermutung

Sei X eine glatte projektive komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n.
Eine Kohomologieklasse X €& Hk (X,C) ist von der Kodimension p ,
wenn es eine Untervarietit Z wvon X gibt, codim Z = p , so daB ot
auf X - Z verschwindet. Es bezeichne Filt’ P Hk (X ,C) die Menge
der Klassen in Hk (X,C) von Kodimension p . Andererseits betrachten
wir die Hodge - Filtrierung FPHK ox,€y = HPK P4 .. 4+ 40
Q und nennen Filtp Hk xX,T) die maximale Unter-Hodge-Struktur von Fp.
Dann lautet die Hodge - Vermutung - in der von trivialen Gegenbeispielen

gereinigten Fassung ( Grothendieck ) :

((HC (X,k,p) »: Fill H (x,¢) = Fie’ P

W (x,T).

Der Fall k=2 und p =1 ist schon von Lefschetz Uber Z bewiesen
worden. Die meisten anderen bekannten Fille zeigt man mit Grothendiecks

Induktionsprinzip: Sei Y .ein allgemeiner Hyper-ebenenschniti von X . Es

gelte HC (X,k=2,p-1) und E" ' (Y¥) < Fil’ P ™ (v)  (hier ist
En-1(Y) das orthogonale Komplement des Bildes von Hn_1(><) in Hn_1(Y)) .
Dann gilt HC (X,k,p ) . :

Einige Fé‘ile, if\ denen die Hodge - Vermutung richtig ist:

HC (X,2,1) fur alle X (Lefschetz)

HC (X,2p,p ) fur X ein Produkt von elliptischen Kurven ( Tate )
HC (X,3,1) fur X kubische Hyper‘ﬂéche im. P4 ( Gherardelli )
HC (X,3,1) fur X quadratische Hyperfldche im P4 ( Ishkovski )

. HC (X,4,1) fur vierdimensionales X, das von einer Regelvarietit
Uberdeckt wird ( "uniruled" ) ( Murre & Conte )’

Bemerkungen : (a) HC(X,4,1) == HC (X,4,2) .

(b) In"Le groupe de Brauer III" hat Grothendieck eine .'alhnliche Formu-
lierung fUr die erste Tate - Vermutung gegeben : P Hk(X,Ql) ist der

maximalte G-Untermodul von Hk (><,Cl;)l ), auf dem ¢ die Eigenwerte qp.oc

hat, fUr eine Weilsche g-Zaht . Dabei heit «¢ € @ eine Weilsche g-Zahl,
1/2

falls alle ihre komplexen Betrédge gleich q sind. Das obige Induktions-

prinzip gilt dann'auch fur die Tatesche Vermutung.
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3. N. SCHAPPACHER
Der Satz von Tate

Der Beweis des im ersten Vortrag erwdhnten Satzes von Tate Uber

Endomorphismen abelscher Varietiten Uber endlichem Kodrper wurde in
enger Anlehnung an die Arbeit von Tate (Inventiones Math. 2, 1966 )
vorgefUhrt. Insbesondere wurde - die folgende Endlichkeitshypothese fur

endliches k verifiziert (1 # char k prim) :

Hyp (k,A,d,l) i & Es gibt bis auf k-Isomorphie nur endlich viele

abelsche Varietéiten B / k mit
. A
—einer Polarisierung B —> B vom Grade d2 ;

—einer k-~Isogenie von 1-Potenzgrad B —> A .

4. P. SCHNEIDER

Klassifikation abelscher Varietdten Uber endlichen Korpern

Die Kategorie M (k) der abelschen Var-.ietﬁten Uber k '"bis auf Isogenie"
ist abelsch und halbeinfach. So -ergeben sich folgende Probleme :

i. Klassifiziere alle einfachen Cbjekte in M (k) .

ii. Bestimme den Endomofphismenschief‘k'dr‘per' eines einfachen Objektes.
Sei k= Fq, A einfach in M (k) und E = Endk A)® Q. Sei 7rA der
Frobenius von A/k und F =@ (1:A) < E. Dann ist F ein Korper und

das Zentrum von E.

Theorem 1: inv [E] = o} fir v 4 p, v nicht reell
1/2 fur v reell )
A
— |F : @ fUir v .
v(Q) [ v p] 'p

Hierbei ist invvv : Br (F'v) —> @/ Z die Invariantenabbildung zur
Stelle v von F.

Theorem 2: A I——> 1(.1‘“ induziert eine Bijektion zwischen Isomorphie-
klassen einfacher Objekte in M (k) und den Konjugationsklassen von Weil-
schen g-Zahlen.

Die Beweise von Th. 1 und der Injektivitit in Th. 2 sind eine Anwendung
des Satzes von Tate ( Vortrag 3 ). Die Surjektivitit in Th. 2 folgt aus dem
Studium der Reduktionen von CM-Varietidten in Charakteristik O.
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5. J. ROGAWSKI

Parametrisierte abelsche Varietiten

In Verallgemeinerung der Tateschen elliptischen Kurven 148t sich jede
abelsche Varietit A Uber dem lokalen Korper K mit rein zerlegter
multiplikativer Reduktion als Quotient eines Torus nach Perioden '"para-
metrisieren". Die zugehorigen l-adischen Darstellungen kdnnen explizit

beschrieben werden.

6. E.U. GEKELER
Tate-Vermutung flir abelsche Varietiten mit reeller Multiplikation

X sei eine abelsche Varietit Uber dem Zahlkdrper K. Arbeiten von

Ribet folgend wurde das Analogon des Satzes von Tate ( Vortrag 1) unter

zwei Vgr-aussetzungen bewiesen :

i. End X ® @ enthilt ein Produkt total-reeller Zahlkdrper E mit
[E: @] = dim x.

ii. Kein Faktor von X besitzt Ubetall gute Reduktion.

Bedingung i. erlaubt die Reduktion des 2d-dimensionalen Darstellungs-

problems auf ein 2-dimensionales. Nach weiteren Reduktionen kann wegen

ii. angenommen werden, daB X an einer Stelle von K parametrisiert

wie in Vortrag 5 ist. Flr solche Varietdten gelingt der Beweis des Satzes

von Tate direkt. . .

7. G. HARDER

Die Tate-Vermutungen fur Hilbertsche Modulfldchen

Sei F/@Q eine reell-quadratische Erweiterung. Hierzu gehdrt eine Shimura-

Varietit, die man sich als Turm von Shimura-Varietiten

£

XK’ /@ _— XK /Q vorstellen kann, wobei K < G (/A ) die offenen

kompakten Untergruppen der endlichen Adele G (AF) = GL2 @Af) durchlauft.
— = [~ R

Auf dem Limes H2 (X ,Ql) = llr_’g H (XK’QI) hat man eine Operation

der Gruppe G (Af). Ferner kann man in diesem Limes in kanonischer
R 2 = = .
Weise einen Teilraum H usp (X ’Ql) abspalten und es gilt

2 = — - — f -
H = wobei Uber irreduzible
cusp 8D = @ H oy CH®) e T

cusp

Darstellung%on G (Af) 18uft. Die Multiplizitdt von 1rf' ist O oder 4.

e
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Man erhdlt also eine 4~-dimensionale Darstellung &
= 2
: —_—> A f.(H
F“L Gal (@/® ut - )( cusp, £)

und nach einem Satz von Langlands ( der noch nicht in allen Einzelheiten

. f
bewiesen ist) gilt flir fast alle p (die von @ abhdngen) :

Deutsche

2
) , d.h. man kann
cusp ,

die L-Funktion von ;{K /@ durch L-Funktionen zu automorphen Formen

=S
L(m,p,s-1) = det (Id-F p~; Endg,fH

ausdricken.
Die Tate-Vermutungen hdngen nun eng mit den folgenden Fragen zusammen :
i. Wenn TC = T eine Liftung ist, so zerlegt sich

P7C¢ : G_al @/Q) —> Gl_4(T1 ®><3 ), wo T1 von der Dimension 1 .
und Gal (®/@) darauf entweder trivial oder Uber Gal (F/@Q) operiert.

Ist dann die Darstellung P"Q auf ><:3 irreduzibel und das Bild der Galois-
gruppe '"'groB" ? )

ii. Wenn 7T # T , ist dann das Bild der Galoisgruppe ''groB" und insbe—
sondere die Darstellung irreduzibel ?

Wenn man diese Eigenschaften der{ Galoisoperation nachweisen konnte,

sdhe man, daB die von Hirzebruch und Zagier konstruierten Zykeln alle

Zykeln uUber F erzeugen und Tate I und Tate Il gdlten Uber F.

8. E. KANI

Die Mumfordsche Theo.rie der Thetafunktionen

Sei A eine abelsche Varietit Uber dem Korper k der Charakteristik p # 2,
und sei L ein ( sehr ) amples Geradenblndel auf A mit pfdeg L.
Mumfords Theorie beschéftigt sich damit,

i. kanonische Koordinaten fiir [T (A,L) zu finden ( solche Funktionen .
werden im klassischen Fall durch Thetareihen geliefert) ;

ii. das Additionstheorem flir diese Koordinaten aufzustellen und allgemeiner
die Struktur des graduierten Ringes @nr‘(A,Ln) genauestens zu
beschreiben ;

iii. die Abhingigkeit der Koordinaten bei Variation von A zu untersuchen,

also Modulschemata fur polarisierte abelsche Varietdten zu konstruieren.

Im Vortrag wurden hauptsdchlich die Probleme i. und ii. behandelt.
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9. U. STUHLER

Zarhins Beweis des Satzes von Tate im Funktionenkdrperfall

Der Satz von Tate ( Vortrag 1) wurde nach Zarhin flur abelsche Varietiten
lUber einem Funktionenkdrper von endlichem Transzendenzgrad Uber I
bewiesen. Wie in Vortrag 3 besteht ein Schritt im Nachweis der Aussqage
Hyp ( K,A,d,l), der hier wesentlich schwieriger als Uber endlichem Grund-
kﬁrper‘ ist. Die- Theorie der HBhen und Mumfords Thetafunktionen gehen
entscheidend ein. Mithilfe von Hyp wird der Satz - allerdings anders als
in Tates Arbeit (s. Vortrag 3) - auf den in Tates Arbeit allgemein
bewiesenen Existenzsatz von Endomorphismen zu maximal isotropen Unter-—

rdumen des Tate—-Moduls zurlckgefUhrt.

10. K. WINGBERG

Induktive Struktur und Hodge-Zerlegung von Fermat Varietiten

Zum Beweis der Hodge-Vermutung fir Fermat Varietiten ( in gewissen

F&llen ) wird die Hodge-Filtrierung durch Charaktere der Gruppeé

n n+H . . ) A

Gnm = Gz,q/‘m /(diag) b;e:chmeben, die auf der Fermat Varietét

X ;X + ... + x = 0 der Dimension n und des Grades m
m (o} n+1

operiert. Die Analyse der Art und ,V\Veis.e, wie die Eigenrdume der primi-
tiven Kohomologie von Xnm nach G‘:n ;ich zur Hodge-Zerlegung zusam-
bauen, hidngt an dem Induktion ermdglichenden Isomorphismus von Shioda
fir n=r +s; r,s 21 flr die primitive Kohomologie :

fro (R e H o) A Me (T Y e HTT o -1y —>HTe ).
f respektiert im Falle der Charakteristik O die Hodge-Filtrierung und bildet

allgemein algebraische Zykel auf algebraische Zykel ab.

11. E. BECKER

Die Hodge Vermutung flir Fermat Varietdten von Primzahlgrad

Es wurde der Beweis des folgenden Satzes von Ran vorgefthrt :

Sei n gerade und c & Hn(><?n,(n) ein Zykel vom Typ (n/2,n/2). Ist dann
m eine Primzahl, so ist ¢ von der Kodimension n/2 .

Wesentliches Hilfsmittel ist eine gewisse Abbildung

n+n’+2

n n’
* Hn(xm’o) 2] Hn, (><le) —_— Hn+n)+2(><m s Q) B

o®
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die auf der primitiven Homologie injektiv ist und mitt@s der Eigenraum- 2 |
zerlegung einer einfachen Operation auf den Charakteren von Gnm entspricht.

Ist m prim, so zeigt man, da alle zum .Hodge—Typ n/2,n/2) gehorigen
Charaktere mittels der #%-Operation von der Dimension n =0 herkommen.

12. U. JANNSEN

Shiodas Induktionsprinzip flir Fermat Varietidten

Man kann die Hodge-Vermutung fur Xnm , bei primem m, in den Féllen

mM<£20 oderm=21, n<10 (aber nicht fir xgs 1) mithilfe des fol-

genden Prinzips beweisen : .

Gilt die Hodge-Vermutung fur alle Xnm’ (n’4 n) und lassen sich die zu
Hodge-Klassen des Typs (n/2,n/2) gehorigen Charaktere mittels der Isomor-
phismen f und # aus den vorangehenden Vortrégeﬁ zusammensetzen, dann
gilt sie fur x':n. ‘
Mit analogen Induktionsverfahren erhdlt man die erste Tate—-Vermutung |
ﬂberveinem endlichen Korper der Charakteristik p fur xrnn’ falls n gerade, |
und fir x'r:' x xrl" , falls p* = -1 mod m ist fur ein k. . |
13. G. FREY

Die erste Tate-Vermutung fir Jacobische von Modulkurven

Nach Ribet ( Math.Ann. 253, 1980 ) ;Ivurde der Beweis des folgenden
Satzes skizziert :

Sei K ein Zahlkorper; 1 eine Primzahl; N,M natlirliche Zahlen; J1(N),
J1(M) die Jacobischen der Modulkurven ><1 ), ><1(M) ; H= Gal (@,K) .

Dann ist die kanonische Injektion von HomK( .J1(N),J1(M)) in .
HomH (VI(N) ’Vl(M)) ein Isomorphismus. Hier haben wir abkirzend Vl(.)
fur den mit Ql tensorierten Tate—-Modul von J1(.) geschrieben.

14. R.P. LANGLANDS

Die zweite Tate-Vermutung fur das Produkt zweier Modulkurven

Einem Ansatz von J. Tunnel folgend und anschlieBend an die Ergebnisse
von Ribet wurde die Tate-Vermutung in folgenden Fillen bewiesen :

Sei G = GL2/Q und K eine offene kompakte Untergruppe von G(A_f).
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Die entsprechende Shimura Varietit, deren komplexe Punkte durch

S (CD) = G(CD)\G(/A)/K K gegeben sind, ist uber @Q definiert. Also

1st fiir K,K’ offen kompakte Untergruppen von G@A ), die Fldche

X = SKx SK’ tiber @ definiert.

Die zweite Tate-Vermutung ist dann fur X/F richtig, falls F eine bel .iebige

aufldsbare Erweiterung von @ ist.

Berichterstatter : N. Schappacher
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