
.:..

~ngsInstjtut

E 20'0

MATHEMATISCHES FORSCHUNGSINSTITUT OBERWQLFACH

Tag u n g s b e r ich t 13/83

Numerische Methoden der Approx~ationstheorie

20.3. bis 26.3..1983

Die Tagung stand unter der Leitung von Herrn L. Collatz (Hamburg) und Herrn H. Werner
(Bonn). Sie wurde von Teilnehmern aus zehn Ländern besucht und fand gleichzeitig mit
einer kleineren Tagung über ein Inrormatikprojekt statt, was sich in fruchtbaren Gesprächen
am Rande der Tagung positiv auswirkte, andererseits natürlich die Anzahl der Teilnehmer
beschränkte.

Es kam wie immer bei einer solchen Klausurtagung zu einem regen Informationsaustausch,
sei es in Form von Vorträgen oder von Diskussionen, so daß das Ziel der Tagung, E~rahrun-_
gen aus den verschiedensten Gebieten der numerischen Approximationstheorie miteinander
auszutauschen und neuere Entwicklungen aufzuzeigen, erreicht wurde. Unter anderem wur­
den folgende Problemkreise und ihre numerische Realisierung angesprochen: Tschebyschefr­
Approximation rür die komplexe rationale Approximation, kardinale Exponentialsplines,
Pade-Approximation, multivariate Approximation, nichtexpansive Abbildungen, lineare und
nichtlineare Optimierung, Integralgleichungen und mathematische Modelle in der Medizine und den Ingenieurwissenschaften. :

Die vom ersten Tage an reichen Diskussionsbeiträge lassen e.ne langfristige- anregende
Wirkung dieser Tagung auf die mathematische Forschungsarbeit auf den genannten _Gebiet~n

erwarten. Die angenehme Atmosphäre des Instituts und die vorbildliche Betreuung rör<ter:te~

den harmonischen Verlauf der Tagung: Der Leitung des Instituts und dem PersQnal des
Hauses gilt daher der besondere Dank der Tagungsteilnehmer.
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Vortrags auszüge

H. AR~l>T

On Step Säze Contral for Volterra Integral Equations

In numerieaUy solving Volterra integral equations of tbe second kind

~

y(x) = g(x} + ! K(x,t,y(t)) dt , x E la,b] ,

where g and kernel Kare given functioDs, known step size strategies proceed in the same way
as in the case of ordinary differential equations. Since for integral equations the integration
is carried out over a triangle, such aster> size control estimates tbe loeal error along tbe
diagonal of the triangle only. We develop a step size policy~ tbat controls the local "error
over the whole triangle and demonstrate the efficiency of tbe modified step size control by
examples.

H. BRASS

Eine Optimalitätseigenscbaft von Standard-Verfahren zur Polynom-Approximation

Es werde betrachtet die Approximation durch Polynome n-ten Grades auf (-1,1) im
Sinne der sup-Norm. In [I) bezeichne das Interpolationspolynom von I bezüglich der
Tschebyscheff-Knoten, ban [I) das Polynom bester Approximation . Dann gilt

- lim '"P 11/- In [/111 = 1
R-OO ,up 111 - ban [/)11

wobei das sup über alle Funktionen f mit IJ/{R+l-~}11 ~ 1 (k = 0,1, ... , le8t) angenommen
wird. Das war bisher nur für k=O bekannt.

A.BULTHEEL
Algorithms to Campu te the Reflection Coefficients of Digital Filters

There is a elose relationship bet:ween algorithms Cor digital ftltering and algorithms. ror
Laurent-Pade approximation. Best known in digital filtering theory are the Levinson and
Schur algorithm and the Nevanlinna-Pick algorithm. In Pade theory there also exist algo­
rithms oe qd-type. These algorithms.can also be applied in tbe digital filtering environment.
This method is not recommended to compu te the reßection coefflcients nu merically, bu t
from the theory of the qd-algorithm we learn that we can find transmission zeros trom it.
More speci6cally the transmission zero closest to the unit cirele is found as tbe limit oC
the ratio of two suceessive reftection coeftlcients. These translnission zeros are used in a
Nevanlinna-Pick interpolation algorithm to eonstruct tbe digital filter.
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L. COLLATZ

Einige Bemerkungen zur Numerik der,multivariaten Approximation

Es wird auf einige Problemklassen hingewiesen, die für die Anwendung von Bedeutung sind,
bei denen aber noch viele Fragen, insbesondere bei mehreren unabhängigen Veränderlichen
(Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen) nicht genügend geklärt sind.
1. Verkettete Approximation (Auftreten der zu bestimmenden Parameter 01, a2, ... , a" an

verschiedenen Stellen, z.B. beim Quotienten- Einschließungssatz rür Eigenwerte, bei
Iteration für Fixpunkte monoton zerlegbarer Operatoren u.a.)

2. Aufstellung~ Näherungen rür die b.m.A. (beste multivariate Approximation).
3. Auf'steUung effektiver Algorithmen rür die b.m.A. im nicbtlinearen Fall.
4. d = Defekt = o+l-N, mit N = Anzahl der ExtremalsteIlen. Bei größerem n wird oft

d>O beobachtet. Genauere Aussagen" über d sind erwünscht und rür die Berechnung
einer b.m.A. sogar oft notwendig.

5. Brauchbare Charakterisierung einer b.m.A. im nichtlinearen Falle.
6. Erweiterung der Monotoniesätze bei Differentialgleichungen, z.B. bei hyperbolischen Glei­

chungen.
7. Brauchbare Berechnung der Ableitung bei Lösungen von Randwertaufgaben (mit nu­

merischem Beispiel).

A.CUYT
Numerical ApplicatioDs of Operator Pade Approximants

We repeat the de8nition of Operator Pade Approximant for a nonlinear operator F:X-+Y
where X is a Banach space and Y is ~ commutative Banach algebra; it is a generalization or
tbe univariate Pade approximants completely tollowing tbe ideas of tbe univariate theory.
These Operator Pade Approximants prove to be eftlcient tools for tbe convergence acceJer­
ation of multidimensional tables, for tbe solution of nonlinear operator equations for tbe
numerical appr.oximation of multivariate runctions.

W. DA.IDvfEN

On the Approximation Order from Certain Classical Finite Element Spaces

Typical instances of bivariate spline spaces appearing in tbe context of finite element analysis
.are the spaces 0:,11. of p times continuously differentiabl~" piecewise polynomials of degree
:5 k witb respect to tbe h-scales of the various regular triangulations of the plane. However,
.for most choices of p, k the precise approximation power .of n:.

IL
is unknown. Some recent

results on this subject revealed that tbe approximation properties of n:.h are completely
determined by tbe span of translates of certain locally supported elements of ":.11.' tbe so
called box-splines. In this context a general characterization of the approximation order
from spans of translates of locally supported splines in terms of their Fourier transforms
is established. Exploiting the simple structure of the Fourier transforms or box-splines tbis
result allows to determine the exact app.roximation rates for nth' when IJ is the bighest
possible nontrivial smoothness.
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PH.DEFERT
"-Sets and References in General Uniform Approximation.

We first de8ne H-sets in a more Iocal way than tbe classical Collatz' s definition and references
as H-sets of tbe tangential space to the approximation family. We obtain tbe Kolmogorov
conditions in terms of this notion and we derive a property of tbe approximating family
whieh insures tbe existence of a eharacterization of a best approximation.

We then investigate tbe exchange algorithm. We give t\VO condit.ons on tbe approximants
that guarantees the convergence of this algorithm. This method is then applied to a bivariate
exponential family. .

i. DIENER
Tr.&,jectory Metbods in Non linear Optimization and Approximation Tbeory

Let I : G ~ m be a. smooth function on G c /R"'. We are interested in tbe case where f
has rnany lotallfiinima and consider tbe problem of finding tbe 'global minima. Trajectory
rnetbods associate with I a one--dimensional set X, which contains all the critical points of f.
An exatnple is provided by the BRANIN-Trajectories Xg(/) := { x I gTV f(z) = 0 }, g E
IR". UntortuDately X is olten nonconnected and one does not know how to get from one
component to the next. A general result was presented showing that one can always connect
the components by addiog to X a certain set C of contour lines so that X u C is connected.
However this result does not imply that one can always numerically trace X := X U c.
A weakly coonected abstract Graph GI (Xl is associated with X, whose vertices are the
critical points of I and a directed edge between vertices Vi, Vj is drawn whenever Vi C3n be
reached trom VJ. This Graph establishes a global relation between tbe critical points of I,
which is not invariant uoder 0 00

_ Transformations. A Bumber ot numerical examples trom
optimization and approximation theory are shown to illustrate the concept.

M. GASCA

A Note on Recurrence Interpolation Formulas for Certain Sets of Points in mlc e
In 1960 Thatcher Jr. &Milne obtained an Aitken-Neville-like recurrence interpolation tor­
mula tor multivariate interpolation. In this note we give some examples to show that tbe
restrictive hypotheses used there can be weakened and the method can be applied in more
general cases.

M.GUTKNECHT
Zur Komplexen Rationalen Approximation auf Kreisscheibe und Intervall
(Gemeinsam mit L.N.Trerethen, Courant Institute)

Für die rationale Tschebyscheff-Approximation auf dem Einheitskreis gilt:
(a) die beste Approximation ist La. nicht eindeutig;
(b) die Anzahl bester Approximationen kann beliebig groß sein;
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(c) die beste Approximation einer reellen analytischen Funktion ist La. selbst dann nicht
eindeutig, wenn man sich auf reelle rationale Approximanten beschränkt;

(d) di.e komplexe beste Approximation einer solchen Funktion ist La. besser als die reelle.
Bekanntlich ist auch auf einem reellen Intervall die beste komplexe rationale Approximation
ta. besser als die beste reelle Approximation. Unter der Voraussetzung, daß der Nennergrad
n q um mindestens drei größer ist als der Zählergrad m, haben wir gezeigt, daß sie sogar
beliebig viel besser sein kann. Umgekehrt gilt dies nicht für m=O, n=l. Ähnliche Ergebnis~e
gelten für gewisse Jordan-Gebiete, die symmetrisch zur reellen Achse sind.

D.C. HANDSCOMB

A Problem in Under,vater Navigation

Tbe problem is that of obtaining a best estimate of positioil of an underwater ·vessel, from a
combination of measurements of its velocity and -comparisons of ecbo-sounding observations
with a previously-constr"ucted map of tbe deptb of tbe sea bed.

H.KARDESTUNCER
On tbe properties or Stiffness Matrices in Finite Element :Methods

The stiff'ness matricesencountered in tbe analysis of elastic systemsusing firiite element
methods possess certain properties tbe use of which in the solution procedures reduces
tbe' computer time and increases tbe accuracy of tbe results. Tbe presentatioD will place
empbasis on theapplication of tbe theory to skeletal systems using one-dimensional elements.
References, however, will be made to two and three dimensional finite elements.

:c. MICCHELLI

Same Remarks on Kriging

Apparently it was unknown that tbe Kriging equations corresponding to Hardy' s multi­
quadric surfaces are always solvable. This was first brought to our attention by Salkauskus
aod later by Whaba". It was also recently mentioned 38. an open problem in a paper or
Barnhill and Stead.
This talk reports on some work in progress with I.Burbeq on positive definite runctions.
Among other things, we show that

"is strictly positive deflrüte on m- if and ooly if 0 < 6 ~ 2--and p > 0). Tbe case 6 = 2 aod
p = t solves the above problem.
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G.NÜRNBERGER
Starke Eindeutigkeit bei der Numerischen Berechnung Bester Splineapproximationen

Im Jahre 1981 haben M.Sommer und der Autor einen Remez-Algorithmus zur
Berechnung bester Approximationen bzgl. Sn.,Ic, dem Raum der SplineCunktio­
nen vom Grad n mit k festen Knoten, entwickelt. Dabei spielen stark ein­
deutige beste Approximationen und die" zugehörige Konstante starker Eindeutigkeit
eine wiehtige Rolle. Wir behandeln d,eshalb folgende Fragen, wobei S
{ lee (0. b) I I besitzt eine eindeutige beste Approximation bzgL Sn,Je } :
1. Welche FUnktionen liegen in S !
2. Welche Funktionen liegen im Innern von S (d.h. welche Funktionen aus' S sind "stabil _

unter kleinen Störungen")! .,
3. Formeln ~ur Bereehnung der Konstante starker Eindeutigkeit.
4. Konvergenzgeschwindigkeit bei stark eindeutigen besten Approximationen.
Ferner werden einige numerische Beispiele gegeben.

P. PALLASCHKE

Khachian' 8 Algorithin in Linear Programming .

The modiflcation of Khachian' s Algorithm, which was published by H.König and
P.Pallaschke in Num. Mathematik 36, .pp. 211-223 was presented. The main idea of tbis
modUlcation COD818ts in cutting tbe ellipsoids which contain tbe' feasable region by means
ot the worst and the best constraint. This leads to a numerically stable algorithm to salve .
lineu programs.
'Especially tbe behaviour or tbe &xis of-.the ellipsoide are discussed. It turned out tbat in thi;s
modiBed version of tbe algorlthm all axes are shrinking, whereas the original version bad
the' disadvantage tbat only one axis was permanently growing.
To illustrate this tact, several numerical examples were presented.

P.W. PEDERSEN

A Simple Metbods ror Computing Minmax Approximations

Let F = F(z) denote a function ror which you want a minmax approximation A = A(z) _
over an interval [P, Q). For example A(2;) = K + Lz + ..., so that yo,u want K*, L*, ... to .,
give

min max IF(z) - A(z)l.
K ,L,... zE(JI,q]

Let rurthermore
fM. (K, L, ...):= max IF(z) - (K + Lz + ... )1

.z

Witb n+l Variables K,L, ... we thus want a point K*,L*, ... so that A with this values
gives equioscillation in n+2 points P, Rl, ... , Rn" Q, the points Ri being between P and Q.
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It turns out that if you plot EM. as a fUDetion of one variable, fex. K, having the other ones
6xed, you get for K, L, . .. "reasonably" elose to K*, L*,. ".,pieeewise linear (approximately)
functions with certain bending points or kinks. At the bending points, where there is a
sudden change in the max error EM.,there will be equioscillation EO in n points. Tbe
bending points f,om lines in f ex a K, L plane and these lines cross at points with EO in
0+1 points. Now taking fex. Mo as a third v~riable, the crossing points form liDes (agaiD
approx. straight) which cross at a point with EO in 0+2 points, Le. in (K*,L*, ... )

R. SCHABACK

• Splines and Kriging

Kriging problems arising in geology are identified as spline interpolation processes based on
reproduciQg kerneIs in function spaces. Aseries of examples is "taken from recent Jiterature
and treated ßlathematically by methods dating back to a 1973 paper by tbe author. Finally,
'''Experinlental Kriging" using the autocorrelation function of a crude approximation to the
data as a reproducing kernel is introduced.. Some examples'with real-lire data on non-gridded
points are given to indicate both the applicabiiity and tbe Dumerical problems involved with
"Splines and Kriging;'.

w. SCHEMPP

.Euler-Frobenius-Polynome

Die nach Euler und Frobenius benannten Polyn9me (Pm)m>l gewannen neue Bedeutung rür
Probleme' der kardlnalen Spline-Interpolation und der numerischen Fourier-Analysis (The­
'orie der ..c\.bolinderungsfaktoren). Ziel des Vortrages ist"es t einen neuen Zugang zu den
Euler-Frobenius...Polynomen ·(Pm}m>l aufzuzeigen, de~ auf.der Theorie der kardinalen Exp~
nentialsplines beruht und zu einer Komplexen Kurvenintegraldarstellung mit nichtkompak­
tem Int.egrationsweg führt (vgl. Contemporary Mathematics, Vol. 7 Providence, R.I.:
Amer. Math. Soc. 1982). Aus ihr lassen sich dann leicht die fundamentalen Eigenschaften
der Polynoßle (Pm)m~l ablesen .

• S.P. SINGH

Successive A.pproximation for Nonexpansive Mappings

Among other results we discuss tbe following. Let C"be a closed subset of a Banach space
X and
I : C --+ X a quasinonexpansive mapping, i.e.

lilie - pli :5 11" - pli lor each IC.E C and pE F(/) ,

F(/) denotes the fixed point set of I. "
Let {cn} be a sequence such that Cn E (0, I), for each n. Let 1'1 E C be such that ICn +l be
deßn~d by

(*) .lCn+l = cnllCn + (1 - cn ) IC n lor"each n
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. (Noting that ir 0 < Cn. < 1 and r: Cf&, diverges than {ltn } is a normal Mann Process and if
Ca == 1 tor each n, tben {lCn } is the sequence or iterates or Itl ).Suppose that Itl E C is such
that(*) yields {IC,,} either as a sequence in normal Mann Process or a sequence of iterates.
It lim....oo d{It". F) = 0, tben {len } converges .to a flxed point on I. Numerical examples
will &150 be discussed.

H. WERNER

Die_Diagnose von Knieverletzungen - ein Identiflkationsproblem

~ MOnater wurden von Herrn Dr~med Stedtreld für eine große Anzahl von Knieverletzunge,.­
(Verletlubl8typen) IU vorgegebenen Bewegungen des Knies und Drehungen des Fußes (Kni~
ItelluDgeD) die Verschiebung der Knochen gegen die Normallage des gesunden Knies ermit­
telt. Die Daten wurden Herrn Dipl.math.Stenzel und dem Rererenten in Bonn zur Auswer­
tung Ubergeben. Die Aufgabe der Diagnose ist nun, aus den Antworten bei einigen Kniestel­
lunllD auf den vorUegenden Verletzungstyp zu schließen. Es ist zunächst zu entscheiden,
wievlele Einstellungen (d. h. Röntgenaufnahmen) für eine Entscheidung notwendig sind,
aullerdem ist die Gesamtheit dieser minimalen Lösungen rür das Entscheid ungsproblem
u.ugeben. Die Autgabe wird aul ein kombinatorisches Problem zurückgeführt, und es wer­
den Algorithmen lur Bestimmung der Minimalzahl von notwendigen Einstellungen sowie zur
AutaähJunl der Minimallösungen angegeben. Es wird auf die praktischen Schwierigkeiten
hingewiesen. die durch die fließenden Übergänge zwischen den Verletzungstypen entstehen.

K. ZELLER

Interpolation and Approximation

Der Vortrag behandelt rolgende Themen (Gemeinschaftsarbeit mit W.Haußmann und
E.Luik):
Beziehungen zwischen Approximationsgraden und Fourierkoeflizienten;
Untersuchung des Interpolationsrestes mit der BOGS·Methode;
Überprüfung und Verfeinerung des InterpolatioDspolynoms unter Verwend ung von einigen
Kontrollknoten;
weitere Verfahren zur Sofort·ApproximatiOri.

Berichterstatter: H. Arndt, C. Maas
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